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PREFAZIONE 


WK***-* * 


Kor wliat U thè llieory of determinanti ? It i» an algebra upon algebra ; 
n calculua wbich enablcs us lo combine ami forelell thè reaulta of algebraical 
operationa, in thè urne waj aj algebra iUelf enablea ua lo diapente irilh thè 
performance of (he ipeeial operationa of arilhinetic. 

Stltcitkr, l'hj. Mag. t8ói. 


Ee ricerche di Cramer e di Bezout (t) intorno la risoluzione delle 
equazioni algebriche lineari c sulla eliminazione, segnano l’origine della 
teorica di quelle funzioni, le quali, indicate dapprima col nome di ri- 
saltanti } vengono ora generalmente chiamate determinanti. La legge di 
formazione dei determinanti è dovuta a questi geometri, i quali la de- 
dussero per analogia considerando la forma dei risultati ottenuti dall’ope- 
rarc sopra due e tre equazioni ad altrettante incognite. Questa legge forma 
anche lo scopo principale dei lavori di Laplace c di Vandermondc (2 1) 
sulla eliminazione, nei quali, come corollarj di essa, sono dimostrate, e la 
proprietà dei determinanti di mutare di segno o di annullarsi quando si 
permutano o si suppongono identici alcuni clementi, e l'altra proprietà per 
eui un determinante di un ordine qualunque può risultare dalla somma di 
prodotti di determinanti di ordine inferiore. (§. 3 .°). Nelle memorie di 
Lagrange ( 3 ) relative al problema della rotazione di un corpo solido 
ed alle piramidi triangolari, viene fatto uso di determinanti del terzo 
ordine, c si trovano enunciate rispetto a questi determinanti alcune pro- 
prietà, che in seguito vennero estese ai determinanti di un ordine qual- 
sivoglia. Queste proprietà ponno ridursi alle seguenti : t. a il quadrato 

• 

0 ) lntroduction a l'aoalyie de» lignea courbca algcbriqur*. Appendice — lj 5 o — HUloire de PAcndé- 
uiie Royale dea Science». 1764. 

(a) Hiitoire de l'Acadètnie Royale dea Srirncra. 1773. Seconde Pajrtie. 

( 3 ) Noureaux mcinoirca de l'Acadéuiie Royale de Berlin. 1773. 
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IV 

(li un dclcriuinunlc c esso medesimo un detcrminanle; 2.* il determi- 
nante ad elementi reciproci di un determinante del terzo ordine c eguale 
al quadrato di quest’ultimo determinante. (§§. 5.° e 6.°). Gauss (l), nelle 
sue ricerche intorno le forme binarie e ternarie ha generalizzata la pri- 
ma di queste proprietà dimostrando, pei determinanti del secondo c terzo 

ordine, clic il prodotto di due determinanti c esso medesimo un deter- 
minante. Nella classica opera di questo autore trovasi per la prima volta 
introdotta nella scienza la parola determinante. 1 teoremi di Lagrange 
e di Gauss vennero estesi da Binct (2) alla somma di prodotti di un 

numero qualsivoglia di determinanti del secondo, terzo, e quarto ordine; 

ma la generalizzazione di quei teoremi ai determinanti di ordine qua- 
lunque è dovuta a Cauchy (3). Le prime due sezioni della seconda 
parte dell’ importante memoria di quest’ autore » Sur le nombre des 
va/eurs qu'une fonclion peut acquerir eie. » contengono la regola gene- 
rale per la moltiplicazione dei determinanti , e le principali proprietà 
dei determinanti ad clementi reciproci; nelle altre due sezioni si trovano 
dimostrati i più importanti teoremi sui determinanti minori , e sui de- 
terminanti dei determinanti medesimi, chiamati dal medesimo geometra 
determinanti derivati. Alla memoria di Cauchy tennero dietro varj la- 
vori di applicazione (4) dei teoremi conosciuti fino a quell’ epoca , e 
solo nel 4 844 l'illustre Jacobi (5) nella memoria — De formalione et 
proprietatibus determinanlium — pose le basi di un trattato intorno 
la teorica dei determinanti. A questa fa seguilo la memoria del mede- 
simo autore — De determinantibus functionalibus — nella quale gio- 
vandosi del calcolo differenziale , c di alcune note proprietà sulla com- 
posizione delle funzioni, aggiungeva una importantissima parte a quella 
teorica. ( §. IO. 0 ). Anche le primo ricerche intorno ai determinanti 
gobbi (§. 8.°) si devono a Jacobi (6), esse vennero completate ed estese 
da Gayley (7) in due interessanti memorie. 1 più recenti lavori sui de- 
terminanti sono applicazioni delle loro proprietà all'analisi , alla geome- 


(i) Rechrrehe» Aritroeliquc*. i 8 o-, 

(a) Journal de PEcole Poljtechniijue. Cahier iciiiéme. 181 J. 

( 3 ) Journal ile l'hcolc Poljtechniijue — Cahier ilia-itplléme. )8i5. . 

(4) Creile. Journal fur die Malhrmalik. — Itami, la. — Liouville. Journal de Mallicmatiijuc*. T.* a. eie. 
(f>) Creile. Journal tur die Mathematik. Baml. il. 

(lì) Creile. Journal Tur die Mathematik. Band. 3 . Urber die PlaQachc Iiilegratiooj-Mclkode. 

(;) Creile. Journal fur die Mathemalik. Bande 3 a. u. 38. 
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tria , alla meccanica , alla teorica delle equazioni , alla teorica dei nu- 
meri ecc., dovute a Jacobi, Cayley, Sylvester, Cauchy, Hesse, Ilcrmite, 
Horchardt, Salmon, Malmstécn , Joachimslhal ecc. (t). 

La varietà ed importanza delle applicazioni della teorica dei deter- 
minanti, fanno sentire agli studiosi il desiderio ed il bisogno di libri nei 
quali possano trovare esposti i principj di questo ramo d’ analisi. Le 
memorie di Jacobi, ed il pregiato opuscolo di Spotliswoode (2) — Ele- 
mentari/ theorems relating lo determinante — sono le sole opere alle 
quali può ricorrere chi si incammina in oggi allo studio di quella teo- 
rica. Non stimiamo quindi inopportuna la pubblicazione di un nuovo 
libro sull’ argomento. 


AI«r\o l854- 


( 1 ) Jacobi — Mathcmatischc Wcrke — Cauchy. Excrrice» d'Arulysc et de Miyaiquc Mathematùfuc. 
Salmon. On ihc tòglier piane correi. — Journal de Creile — Journal de Lioovillc — Philoiophical Maga- 
line — The Cambridge and Dublin Mathematica! Journal. — Annali di Tortolini. 

(a) London. George Bell — i85i. 
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LA TEORICA DEI DETERMINAMI 

E LE SUE PRINCIPALI APPLICAZIONI 


I.° Definizioni e Notazioni. 


Il simbolo a r% , rappresemi in generale una quantità la quale cambia «li valore 
al variare degli indici r , s ; e suppongasi che gli indici medesimi possano assumere 
i valori i , 2 , 3 ... n. 

Chiamasi determinante la espressione che risulta daIPnggregalo degli i.a.3...tt 
prodotti i quali si ottengono permutando gli indici in tutti ì modi possibili nei 
prodotto : 

Ctr ,s .... (tr t 

• ’ • >’ * fi ' u 

cd applicando ai prodotti medesimi segni determinati. 

Le quantità a r% , chiamansi gli clementi del determinante; gli elementi n r<> cd 
a, r si dicono con ju gali , e gli elementi a, , a l t . . . . „ diconsi principali. 

La notazione pei determinanti generalmente adottata e di cui fecero uso La- 
place , Cauchy , Jacobi , è la scrittura simbolica della definizione cioè : 

Questa notazione ha sulle altre il vantaggio della brevità , ma allorquando si 
debbano eseguire operazioni speciali sugli clementi del determinante , oppure alcuni 
di essi elementi assumano valori particolari converrà far uso del seguente metodo 
di notazione : 



• • a t . H 


■ ■ 

rt «.l • 

• • 


nel quale appjono espliciti tutti gli elementi. 

i 
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Gli clementi sitanti l 1 ano sotto P altro si diranno in una medesima colonna , 
e quelli posti d’accanlo l'un l’ altro si diranno in una medesima linea. È evidente, 
per la definizione , clic considerando un elemento qualunque a, , , in ciascuno dei 
prodotti in cui entra l'elemento medesimo non potrà trovarsi alcuno degli clementi 
situati nella stessa colonna o nella stessa linea di esso. 

Un terzo modo di notazione dovuto al -Sig. Sylvesler , il quale La qualche 
analogia col metodo già adottato da Vandcrmonde, consiste nell’ esprimere le quan- 
tità con due lettere a,, a, le quali prese separatamente non rappresentano nè 
quantità, nè simboli di operazione ma solo ombre di quantità. Coll' introduzione 
di questi clementi ideali l’autore rappresenta il determinante sotto una forma più 
compatta dell’ultima esposta scrivendo Pana sotto l’altra le due serie di clementi 
nel modo clic segue : 

a, a, a. 

«. «» 

od il valore algebrico di questo determinante verrà espresso dalla : 

2 ±a,*,. .a a, rt„« r 

1 t 1 j M 

osservando che le quantità r t , r t . . . r n sono differenti fra loro e possono assumere 
tutti i valori i, 2...71. 

L’ ordine di un determinante si desume dal numero dei suoi elementi princi- 
pali, quindi il determinante superiore sarà dell* ennesimo ordine. 


3.° Le^c «li formazione «lei «leler minanti. 

La legge di formazione dei determinanti consiste nella legge dei segni che de- 
vonsi attribuire ai varj prodotti dall’ aggregato dei quali risultano i determinanti 
stessi. Qnesta legge, la quale è I' ordinaria allorquando si tratta di permutazioni , 
attribuisce a ciascuno di quei prodotti segno positivo o negativo , secondo che è 
dispari o pari il numero dei primi indici permutati nel prodotto : 


. . a. 


per ottenere il prodotto che si considera , supposto positivo il prodotto superiore. 
Cosi per esempio si avrà : 
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Osservando il secondo membro di questa eguaglianza risulta facilmente essere : 
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"... **1.» "... 


"»,i "... 




od anche ; 


"... "... 


= rt. 




"i,« "... 


"... "... 


+ «. 


la quale relazione mostra in qual modo si possa giungere al valore algebrico di 
un determinante simbolizzalo col secondo dei metodi indicati al §. x.° Per la legge 
dei segni dichiarata più sopra è chiaro come analogamente al risultato superiore s» 
debba avere in generale : 


"... 

"... • 

• "... 

"... 

"... ■ 

• "... 


"... ■ 

• "... 



"... 

"... • 

• "... 


"... 

a t .3 " * 




"... • • 



"... 

"... • 

"... 


"... 

"... • 

• "... 



"... "... • 

"... 


"... 




«... 

"... • 

• "... 






e come nello sviluppo di un determinante dell’ ennesimo ordine un elemento qua- 
lunque a r , sarà moltiplicato per il determinate dell’ (n-i)esimo ordine il quale si ot- 
tiene trascurando gli elementi dell’ r esima linea’ c della s esima colonna del determinante 
dato, ed attribuendo a quel prodotto segno positivo o negativo secondo che i numeri 
r ed s sono aml>cdue pari (tìhsbcdue dispari, oppure Tuno pari e l’afl|V dispari. 

Ideiti/)/, i.® ’ 


1 *>7. 

1 1 f 




\ x i 7«J K 7. 


7? 

• **. 7. 

= r 

4- 


» 7, 

1 *%ri h 7. 




• r .r.- + - xj-. + xj, - x >7. 
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espressione pel doppio dell’ arca di un triangolo arcnlc i vertici degli angoli nei 
punti di coordinate x tì y x \ x tì J\\ X,, 
a. 0 Se supponiamo : 

x,=«, + a, X.-6.+6, x=c t +c t 

yr a , a . r.-*A y,~ c > c > 

si ha : 


i n. + rt, <i,«, 

i b^b t b t b t 


■■ (a r b,)(b t -c,) + («,-&,) {b,-c,) ( c-a ,) 


I c,+c, c,c, 


cd allorquando le a,, b t , b tì c t , c, rappresentino le distanze clic sei punti si- 
tuati sopra una medesima retta hanno da un punto qualunque di essa, la espres- 
sione superiore eguagliata a zero indica essere i sei punti in involuzione. 

3 .° 


« •*. y, 









y. 

r. 2 , 


r, 2 , 


• r . y, =, 

1 y . z . 

= 

r> z > - 


+ 

y . =. 


*. r, 2 , 

* y» =, 


'X'i y\ 



yi 2; 


y> 

I Xi}\Z> 








Se le x t , y x , z f ; x, , y t , s t rappresentano le coordinale di quattro punti , 

il determinante superiore rappresenta il volume della piramide avente i vertici degli 
angoli in quei quattro punti. 

%. 3.° Proprietà generali ai determinanti. 

Dalla legge di formazione di un determinante risulta che il valore cd il segno 
del medesimo non si alterano , se le lince e le colonne di esso diventeranno ordi- 
natamente colonne e linee. Cioè sussisterà identicamente la equazione : 


«... • 

• • • «„- 


«... «,., • ■ 

•• «»„ 

«... «... 

•••«..» 

- 

«... «... • • 

• «»., 

ì«».. «».. • 




■ • «... 


Cosi è evidente che scambiandosi fra loro due linee o due colonne di un de- 
terminante , cambiano i segni dei termini del valore algebrico del medesimo , giac- 


clic in ciascuno di essi avviene permutazione nei primi indici di due elementi , ma 
ne rimane costante il valore , per il clic si avrà : 



«... • • 

•a,.. 


«„» • 



• «... 

a», < • • «.,>■ • 

• « 

■ a,,» 

— 

«... • 


» ,,f ‘ 

• • «... 

* * ^/»*r " • 

• «... • ■ 



«... 

.. a. 

,i • * • , r * 

•a... 

>li indici r, s 

fossero 

eguali fra loro 

si avrebbe : 



a,., • •• 

«„.• 

- a, 

,r ' * * 

«... 




«...•• 

a,.r 


ur * 

«... 

= 0 



a*,. • ■ 

a„.. 

. . a 

n.r • • 

«... 




cioè se due lince o due colonne di un determinante diventano identiche il determi- 
nante è nullo. Ed il determinante sarà anche eguale a, zero quando gli elementi di 
una linea o di una colonna de) medesimo sicno nulli. 

Se gli elementi di una linea o di una colonna di un determinante contengono 
un fattore comune, esso comparirà in ciascuno dei prodotti componenti il valore 
algebrico, c quindi si potrà raccogliere come fattore comune a tutti quei termini} 
per cui si avrà : 



«... 

• «... 


«... 


• «... 

a «,.. 

«... 

• «... 

= a 

«... 

«... • 

• «... 


, % • 

* ,N 


«... 


• «... 


Analogamente si potranno moltiplicare gli elementi di una linea o di una co- 
lonna per un medesimo fattore , purché questo si ponga a divisore del determinante. 

Se gli clementi di una linea o di una colonna di un determinante risulteranno 
dalla somma di due o più quantità ; esso sarà eguale alla somma di tanti deter- 
minanti quante sono quel|c quantità} e si avrà per esempio: 




«... 


«... «... • 

• «... 



«... • 

• a...; 


«... • 

«... 


«... «... • 

• «... 

+ 


«... ■ 

• «*.«! 

! 


«... • • 



«... «... • 

• «... 


*. 

«... • 

«... 


t 
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Osserviamo che se le fossero ordinatamente eguali agli elementi di 

un 1 altra colonna o ne differissero di un fattore costante il secondo determinante 
del secondo membro sarebbe nullo. 


Esempj. i.° 


Olii 


o x y z 


o x y z 

i o z*y 

1 

x o xyz* xy'z 


K 

« 

o 

H 

1 2* 0 X* 

x'j'z' 

Y xjz' o x'yz 


y z o x 

I f o 


z xy'z x'yz o 


zy x o 


Se x } y , z rappresentano le lunghezze dei lati di un triangolo questo deter- 
minante rappresenta iG volte il quadrato dell’ area del medesimo. 

2 ° È evidente la identità dei due determinanti : 


1000 






. 


Se supponiamo essere s t) s t . .. le somme delle potenze zero , prima... delle 
radici dell’ equazione : 


x s + ax' + bx*c = o 


il determinante superiore eguagliato a zero è la condizione perchè questa equazione 
abbia due radici eguali. Infatti quel determinante per l'osservazione superiore si può 
scrivere : 

i ab c 

o s t • s t t n.f, s t + as t +l>S' 
s t s t + iis 0 s t + as t + bs t s t ì- as t + bs\ + cs t ' 
s t s t + as t s t + as t + bs t + as ì + bs t + c$j 


e quindi per le note relazioni fra i coefficienti e le somme delle potenze delle radici 
di una equazione si avrà : 


s. s, s t 


ali 


s * s. 

=- 

! 

1 


i a b cj 
o 3 2 a fi- 
3 a ab o 
a 2 b 3c o‘ 



7 


db ' -4 b l - 4 h'c -37 c* + i8<i&c 

la quale espressione eguagliata a 7.cro dà appunto la suddetta condizione. 
Considerando la equazione (1) o la più generale : 




, + ■••• -i- 


H,l /t,» 


nella quale P rappresenta il determinante primo membro della medesima (1), e si 
è posto per brevità; 


a t.l a,., * • 


«... 



■ «... 





• ***>«. *♦! • 

■ ^<■«1." 

a n. t ■ ■ 


• s rt 


le * 1)f , . . . risultano evidentemente indipendenti dagli elementi a,.,, a,., . . .5 

per citi si avranno le equazioni : 


e quindi : 


( 3 ) 


dP 

dP 

r/p 

da,., ’ “*’* 

da,., 

e 

•3 

1 

dP 

|,i 1 <* t , 1 

,IP 

da,., + ' ' 

r/P 

• • ^ a . , 

da... 

f /P 

da~ + *"•* 
r »1 

dP 

dP 

■ ■ + a r m - — 
da,.. 


Supponendo r, s disuguali fra loro , la espressione : 


rfP 

da. . 


+ a. 


dP 
da. . 


+ a „ 


tl? 
da, ... 


rappresenterà il determinante P allorquando si suppongano in esso sostituiti agli 
elementi a,., a,., . . . , ordinamento gli clementi a, , a ,., ... Ma siccome questi 
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due ultimi elementi costituiscono una colonna del determinante P ; quella espres* 
sione rappresenterà un determinante a due colonne composte di elementi identici , 
e quindi sarà eguale a zero. Cioè si avranno le : 


( 4 ) 


dP dP dP 

a - ■ ■ + a . + . . . + (i — — «s o 

"'da. . "'da. -'dn. 


dP 


dP 


JP 


a '-^ a '^.^- ya '-dZ 




dp 


La espressione non contiene l’elemento rt, , nè alcuno degli elementi clic 

appartengono alla medesima linea od alia medesima colonna di esso nel determi- 
nante P; ossia non contiene alcuno degli elementi che costituiscono la r esima linea 
r. la s esima colonna di quel determinante. Ne segue che avranno luogo le equazioni ; 


(>) 


Il determinante 


dP 


dP 


dP 


- ~ o 


dà r , ddfft ddr .i ditr.t da,,, 

• l ’ i 


= 0 


(TP 


dell’ (n-a) ordine si ottiene dal determinante P tra- 

scurando due linee e due colonne di quest'ultimo; cioè le linee r esima ed r, esima: 
e le colonne s esima ed s J esima. Ora se nel determinante P si scambiano fra loro 
le due colonne s esima ed s, esima il determinante stesso cambia di segno ed il de- 


terminante 


dP 


d(ly t t d(tr ; , 


diventa — 


</*P 


(<>) 


dd r , ddy ,, 

» I 

dP dP 


quindi si avrà in generale ; 


da,.., ddr ,, da,. , da,. 

» * 9 l » 


dP t lP 

Le espressioni — , — . . . considerate come determinanti dell’ (n - 1 )csim<» 

da,, t da rt 

ordine danno luogo alle seguenti equazioni analoghe alte (3) : 


dp 

dP 

dP 

dP 

j^r a ' 

"da rtl da, tì 

‘"dd r<ì da, x , • 

da r t da lìm 

<ip 

dP 

</*P 

dP 

/ m *** 
da r>t 

" dd, W ld.^ 

a ‘"da rst daJ ’ 

’ l, "da,Ja, xn 

dP 

dP 

dP 

dP 

da r> , ~ a 

da r ,da,^ 

'■* dd^da,. t ’ 

" dd, ìn da.„ 


L 
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nelle quali supponiamo r, cd s differenti fra loro. Sostituendo questi valori nella 
seconda delle (3), cd osservando che per le (5), ( 6 ) si hanno le: 


(TP 


(TP 


<PP 


da du 


da r , t da, t 


= o . . . 


i?P 


(TP 


d«, yM da, %n 
(PP (TP 


da ryl da, %t da r<t da,^ da rx da, t da, t da, x 


ecc. 


si ottiene la : 

P = 


a r.l 

(TP 

^<•,1 fl M 

(PP 

. »-i 

rfP 

a r.% 

da r . da. 
r ' » '>• 

a r., a t 

da r „da tìJ 


da r ,.. t da,'. 


ossia : 


( 8 ) 


P = « 


**r,u ttt 9 u 
&r t v tot,* 


<pp 


d(lr t u dii,, t 


nella quale le u, v si intendano assumere tutti i valori i, a, 3 .... n. 

Adatto analogamente, se si moltiplicano le equazioni ( 7 ) per a, a, „ 

supponendo s iy r differenti fra loro, c si sommano i risultali si ha : 

(TP 


(9) 


o « 2 U 2 P 


a * |( H <*»,« 

O4 ,V (li,V 


dar, u da, ,y 


Se nella equazione : 

, v <*P ^P r/*P 

T . — — — — ~ — 


rfP 


da r ^ •' da r ,,da, tX •’ da r ,,da,^ da r) , da, ,,, 

operiamo le permutazioni di indici indicale dalla (3) otteniamo la: 

, » dP ,/*P <i*P t pp 

\ l ') ~ -77- = a >.' T— — + «*,» TT r- — + • • • + «*,« 


d(tr , i da, x 1 da, x , dar,i da, r , ’ da r ,n da, jt 

Notiamo anche la seguente equazione analoga alle (4), e facilmente dimostrabile : 

. . <^P tPP (PP 

[lì) a,, x - + a, a - + . . . + a, ,/i — ; = o 

da r ,,da T ,\ da, x , dar * da,- lX da,- x „ 


ritenute le r xì j, differenti fra loro. 


) o 

La equazione (8) dimostra come il determinante P dell' ennesimo ordine posia 
risultare dalla somma di prodotti di determinanti del secondo ordine per determi- 
nanti dell' {«- 2) ordine j nello stesso modo potrebbesi dimostrare che il determi- 
nante P si può ottenere dalla somma di prodotti di determinanti del terzo . 
quarto ecc. ordine, per determinanti del (/i- 3 ) esimo, (n~ 4 ) esimo ecc. ordine*, e 
si concepisce facilmente come in generale , supponendo che i simboli r, , r, . . r m 
rappresentino numeri interi tali che : 


r, + r„ + . . . + r„, = n 


c ponendo per brevità 


si avrà 



a,,, 

rti,-» • • 


% 

rtiji^ + i rti^+a ■ 

• «i,r 

* a 

Pr = 
1 


a. iiX . . 

• M’J.r 

1 1 

£0 
» * 

11 

rTj,r t +i (l3,r +i • 




«r ,a ■ • 

«r ,r 

1 


a r ,r +1 (Ir ,r -fa • 
» 1 > * 

• dr ,r 
a a 



(. 3 ) 

P 

= 2±P ; . P,. ... P,. 

1 » n 



ecc. 


nella quale il simbolo 2 denota 1’ aggregalo di prodotti analoghi all' esposto , i 
quali prodotti risultano di fattori che sono i determinanti formali da tatti i gruppi 
di r, colonne nelle r, prime lince , da tutti i gruppi di r t colonne nelle r, linee 
prossime alle prime r, e così di seguito 5 osservando che nessuna colonna e quindi 
nessuna linea deve essere impiegata due volte in un medesimo prodotto. Il numero 
di questi prodotti sarà evidentemente : 


t 2.3 . . . 7t 


1 .2.3 . . . r.. i.a. 3 . . . r. . . . 1 .2.3 . ..1 


Dalle formole ( 3 ) ( 4 ) ottiensi facilmente il seguente gruppo di equazioni 


d P d P dV 

« 1.1 — + «J,I + . . . + = O 


’ da,,, 

dP 




+ ■ 


rfP 


da n> , 
dP 


da, t ' da ì t 

7 l 1 I 


da, 


- o 




+ . . . + rt/1,1 


rtl,,, 


da,. 


+ «V. 


d P 
r/a v , 


+ . . 


. + fi/i,», 


d P 


= P 


1 I 


</P d P 

l|,« ■; + fia./i 

da,,. 


d P 

+ . . . + fl/i,n — 

dUn.s 

• i * • 


= O 


Si moltiplichino queste equazioni ordinatamente per : 


fi' (TP (TP 

ddr-yS dtlr ,l d(lr t t detrai d&Fyl dclr^yil 


e si sommino i risultati, osservando alle equazioni (7), (1 i), (12)^ si giunge alla: 


04 ) 


dP dP dP _dP_ d"P 
da v detrai t iia r ,, da r ,, t da r ,,da r , t> 


la quale appartiene ad una classe di formole di cui si tratterà ai §. 6° 


Applicazione. 

Da ti sei punti in un piano determinare il luogo geometrico di un settimo punto 
pel quale abbia luogo la proprietà, che condotte da esso le sei rette ai punti dati, 
il fascio che ne risulta sia in involuzione. 

Sieno x,y le coordinate dell’ultimo punto nominato ; x t , y t ... , jr t quelle 

degli altri punti. Immaginando le sei rette segate da una retta , che supporremo 
1’ asse della x ; ed indicando con a 0 a t ... a 6 le distanze dei punti di intersezione 
dall’origine, l’involuzione del fascio verrà rappresentata dall’equazione: 

( 1 5 ) («r a <) («f («5 — « J + (a,-a a ) (fi;-fi;) (««-«,) = 0 

Ora si hanno facilmente le : 


Ir! ’ 


x r - xj 

/ri 


ecc. 


_ = (*I, -xj) (/ri) - (/n) 

' OrDfrrr) 


quindi : 


1 2 

la quale espressione per la formola (i4) riducesi alla : 




7 

( Tr7)(7rJ ) 


i x y 
' *4 fi 

1 r. 


Sostituendo questi valori nell' equazione (i5) si ha quale equazione del luogo 
geometrico richiesto la : 


i x y 


i x y 


i x y 


i x y 


i x y 


i x y 

• x ì7ì 


i x tì / c 


1 7. 

+ 

1 x ,7i 


t x ; y s 


1 x, y, 

1 X ,J\ 


• *,7> 


i x 5 ys 


« *.7, 


« xj y k 


l X 6 / 6 


Questa equazione rappresenta evidentemente una linea del terzo ordine , e sic- 
come essa equazione viene soddisfatta ponendo x«x t , x,... y m y tì 7, ■ ■ > la li- 
nea passerà per i sei punti dati. 

$. i.° Della risoluzione delle equazioni algebriche lineari. 


Le forinole trovate al §. 3.° sono di mollo uso nella risoluzione delle equa- 
zioni algebriche lineari. Considerando il sistema di equazioni : 


(*G> 


+ "...X, +••••+ 

",.,x t + — + «,..x„ = u. 


+ «.,,x f + • • • • + <*„,. x.-tt. 


si otterrà il valore di una qualunque delle incognite x, , x, x„ ; per esempio 

della x,. moltiplicando le equazioni medesime ordinatamente per 


da ,,. 


tlti. 


e sommando le equazioni risultanti. Infatti in questa somma tulli i cornicienti delle 
incognite meno quello della x, saranno eguali a zero essendo questi coefficienti 
espressioni analoghe al primo membro della prima delle (4) , ed il coefficiente della 
x, sarà eguale a P per la prima delle (3) \ quindi si avrà : 


Px, ■ + .... + 


■ i3 

nella quale il simbolo at r>t rappresenta il determinante (2). In questo modo si ot- 
terrà il gruppo di equazioni : 

P *. + 

(17) Po', = k,*,., + + + 


= m, + « k «„„ + + 


le quali danno i richiesti valori delle incognite. È da notarsi che il determinante P 
è denominatore comune a tutti questi valori, la quale proprietà avvertita la prima 

'che dei geometri in 


volta da Cramer può dirsi essere stala 

1’ origine delle 

questa parte d’ analisi. 


Analogamente considerando il sistema 

di equazioni : 

+ + ■ 

. . . -f a z —v 

(18) + + • • 


+ a „. z ,+ • 

• • • + a.,,n Z n = V n 


( il qual sistema viene denominalo da alcuni autori sistema derivato del ( 1 6) ) , 
si avranno le : 


P Z = u a -fi» a 4* . . . . + V et 

* t V \ |v! T * «»• v n |,« 

P2 = 2 +4» OL 4 - . . . + l» 3 C 

* 8 * 1 * 1.1 '8 8 .» *» »%•• 


Pz. 


= y . a ...i + l '. a » 


+ . 


• + K ». 


È importante l’osservare che le incognite dei due sistemi (16) (18), sono le- 
gate da una equazione la quale si ottiene moltiplicando queste ultime equazioni or- 
dinatamente per u t) u e sommando i risultati avendo riguardo alle (17) : 
oppure moltiplicando le (17) ordinatamente per v tì v t ... v„ c sommando i risultali 
osservando a queste ultime. Nell’ uno 0 nell’ altro modo si arriva alla : 


(19) u , z , + + • • • + u n z„ = v ì x l + v t x t + . . . + v„x n 

Le equazioni (17) sussistono qualunque siano le u„ , se quindi 

queste quantità saranno tutte eguali a zero, e non lo possano essere le x, , x, ■ . x. 
dovrà essere : 


P = o 


>4 

per cui questa equazione è il risultato dell’ eliminazione delle incognite x , , x,...x„ 
dal gruppo di equazioni : 

a t„ x t + «,’.*. + + o 

(20) «,„*, + «,.,x, + +«„.x„-o 


«„.,*, + «..,*, + + «...*.*= « 

come anche è il risultato dell’eliminazione delle incognite z t , z t . . . z a dal gruppo ( 1 8) 
allorquando si suppongano . . . »t>„= o. 

Se supponiamo : 

il — — a oc . m =-fl x .... u — — ci x 
le equazioni (17) danno le seguenti : 

Pjr. = -jr + + 

P - r . = -* r .(«, + «,..*.„ + + «...O 


R».— *. + 

dalle quali : 


(21) 



X 

, : X, : or, : 


. : x„ = 




«... 

«,., - 

«... 


«... «... ••• 

«... 


«... 

«„. • 

• «... 

«... 

"... • 

• «... 

: ± 

«... «... • ■ • 

«... 

: : ± 

«... 

«... • 

• «... 

«... 

**"%% • 

• «... 


«-,. «... ■ ■ ■ 

«... 



a n,% * 



Queste proporzioni danno i valori dei rapporti fra le n+i incognite compo- 
nenti le n equazioni : 



«.,.**♦ + «. 

+ • - 

• • + «... 

(22) 

«...*. + «. 

+ • • 

• • + «... 
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Applicazioni. i 


oc Y 

Indicando con — , — le coordinate di un punto qualunque di un piano , l’e 

2 Z 

qnazione di una conica situata in quel piano sarà : 

9 = ax 1 + by * rcz*+ icyz + nfxz + ohxy ■ o 
Affinchè la retta rappresentata dall’ equazione : 

Ix + my+nz** o 

sia tangente a quella conica, debbono essere soddisfatte le equazioni : 


ax^hy t +fi % - \ Uo 

hx t + by x +ez t - ~m=o 

f x t + 9 r i+cz l - -j «=o 
Ix , + mj\ + ns t =o 

nelle quali or, , y t , z, sono le coordinate del punto di contatto. Quindi la condi- 
zione a verificarsi perchè quella retta sia tangente la conica sarà : 


(u3) 


a h/l 
h b e m 
f c c n 
l m n o 


Immaginando una seconda retta : 


l t x + my + n t z = o 


la condizione perchè essa pure sia tangente alla conica sarà : 


( a 4) 


a h f l t 
h b e m t 
f e c n x 

i, 772 , 72 , 0 


Per trovare le coordinate dei punti di contatto osserviamo clic posto : 


« hfl l, 

h b e m z», 
f e c n », 

/ m n o o 
/, m, », o o 

ed avendo riguardo alle ( 23 ), (24) si hanno le equazioni seguenti : 

</A </A d A 

/ —rr + m — + « -7- = o 

«/, dm t a/t, 

//A </A //A 

a — — + h - — + f —, — + / l i = o 


di. 


dm. 


dn f 

t/A 


, d A t/A 

/t —77 + o 7— + e -7— + »iH = o 
di. dm, da. 


db 

di. 


(/A 

( 7 /m. 


/' -7J- + e 7— + c 7— + «II “O 


JA 

(/« 


nelle quali le espressioni sono le derivate del determinante A ri- 

spetto agli clementi /, , m t , », che costituiscono 1’ ultima linea , od a quelli che 
costituiscono 1’ ultima colonna ed : 


ah fi 


II =± 


h b e m 
f e c n 

/, Mi, », O 


Quindi le coordinate del punto di contatto della prima retta colla conica ver- 
ranno date dai rapporti : 

( 7 A d A d A 

x ' : r ' : z ' “ 777 : oto, : (to' 

ed analogamente per le coordinate del punto di contatto della seconda retta colla 
conica si avranno le : 

(/A (/A d A 

: 7 . : z . - jJ : J- : ^ 

Rammentando che : 


(/A (/A (/A (iA rf*A 

(///» (to, (/»», (//t = (//m dn t 


dA d A 

dA dA 

(FA 

d n d /, 

dn l di 

dn di, 

d A dA 

d A d A 

(Fa 

A 

di dm l 

dl t dm 

dldm l 


la equazione della retta corda di contatto sarà : 

<r a (Fa (Fa 

x + r + z = o 

(ùndn, dadi , 1 di dm, 

ossia indicando con x t , y t , z t le coordinate del punto d 1 incontro delle due rette 
tangenti : 

(a 5 ) (ax, + hy, +/z.) x + (hx, + by, + ez,)y + ( /x 4 + ey % + cz,)z = o 
od anche : 

d o do do 

La retta rappresentata da questa equazione chiamasi la polare del punto di 
coordinate x a , y t , z t il quale si chiama polo. 

Immaginando due altre rette rappresentate dalle equazioni : 


(26) 


Xx + \xy + vz = o 

l l X+pj + Vji'=0 


e supposte queste rette tangenti alla conica , 1’ equazione della polare del punto 
comune intersezione di quelle rette sarà : 


a h j 


h b c 


/ e c 

X p v 

x + 

A Li V 


X U V 

\ Pi v , 


\ Pi V , 


\ p, v i 


Si indichino con X, Y , Z le coordinate del punto d'incontro delle due polari; 
c con x t , y , , z, le coordinate della comune intersezione delle rette (26)$ ponendo 
per brevità : 

bc -<?= A , ac-J *= B ab-h *™ C 
e/ -lic a H , hc-bf=Y hj-ac = E 
si avranno le : -- 

^ (f. z rj\ z ù + 1 1 Kv •*•.*,) + F (xy,- xy,) = ÀX 
H 0 srj'fij + Bfoz.-a-.s,) + E(x t y r xy t ) -kY 
F (j. z , -J, z ù + + C(x t y~xy t ) *kZ 
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i8 

essendo k una qiianlilh indeterminata. Da queste equazioni ponendo : 


si ottengono le seguenti : 


R 


A II F 
II B E 
F E C 


r*-r A- ! j X(BG-E-) + Y(EF-HC) + Z(HE-BF)| 
x,z t -x t z, - -g-jx(EF-HC) + Y(AC-F*) + Z(IIF- AE)| 
x Jc x J<r | jx(HE-BF) + Y(IIF-AE) + Z(AB-H*) j 


Si osservi che indicando con S il determinante : 

ah f 
h b e 
f e c 

si hanno le : 

BC-E*=«S , AC-P=£S , AB-II 4 =cS 
EF-IIC=/*S IIE-BF=/S HF-AE=eS 
R-S* (*) 

quindi sarà : 

7. 2 ,-7> 2 . - (<«X + AY +JZ) 

z t x,-z,x = ^ (hX + òY + eZ) 

+- eY + cZ ) 

Ora 1’ equazione della retta che passa pei due poli , ossia pei punti di coordi- 
natc 7.> 2 oi *,>7,> 2 , è la : 

(7. 2 . "7, => + (z , x , + (*.7. ~ *.7.) 3 " 0 

quindi sostituendo i valori trovati si avrà per equazione di questa retta : 

(«X + /ìY + fT.) x + (ZrX + bY + eZ)y + (/X + eY + cZ) z=»o 


(*) Queste relazioni verranno dimostrate in generale al §. t*.° 


*9 

La retta rappresentata da questa equazione chiamasi la polare del punto di 
coordinale X , Y , Z ; ed i due sistemi composti , 1’ uno del punto di coordinate 
ar, , j, , 2 , e di quest' ultima retta sulla quale esso ò situato, e l’altro del punto 
di coordinate X, Y, Z c della retta (a5) sulla quale quest'ultimo punto ò situato, 
si dicono polari reciproci 1' uno dell’ altro. 

a/ Chiamavi discriminante di una funzione omogenea a due variabili il primo 
membro dell’ equazione risultante dall' eliminazione delle variabili dalle equazioni che 
si ottengono eguagliando a zero le derivate parziali di primo ordine di quella fon» 
zionc rispetto a ciascuna delle variabili. Sia : 


«x 4 e \bx'y + Gcx'y* + 4 dxy 1 + rj* 

la funzione omogenea della quale si cerca il discriminante. Eguagliando a zero lo 
derivale prime parziali di essa rispetto ad x ed y si hanno le : 

ax' + 3 bx*y -r 3 cxj * + d) * - o 
bx' t 3 ex'/ + 3 dxy' + ejr* = o 

Per eliminare le variabili x , y da queste equazioni faremo uso di un metodo 
dovuto al Sig. Sylveslcr, e dal medesimo autore denominato metodo dialitico ( # ). 
Considerando le sei equazioni le quali si ottengono moltiplicando ciascuna delle su- 
periori per x t ,xj r ,y, è manifesto che ritenendo le sei quantità x 5 , x 4 /, x’y, 
X*/ , xj' , y i come le incognite ad eliminarsi si hanno sei equazioni analoghe 
alle ( 20 ), per cui il risultalo dell’eliminazione si ottiene eguagliando a zero il de- 
terminante dei coefficienti. Per rendere evidente questa dichiarazione scriviamo quelle 
sei equazioni nel modo seguente : 

ox 5 1- 3bx'y + 3cx'y* + dx')’- >• . + . *0 

. + ax^y + 3 bx 1 )-* + 3cx‘/ ! + dxy k + . * o 

. + . + axy + 3fcx*/’ + 3cx/‘+ dy* = o 

bx ,J + 3cx i y+3dx*Y + ex*y*+ . + . =0 

. + bx’y + 3cxy+3dx'y' + cxj' + . =0 

. + . + bx'y* + 3cxy + 3 dxy* + cy = o 


O Pliilo>0|iliical M3j.1r.inr. Junc >841. 


ed il risultalo dell' eliminazione sarà : 


a 

3 b 

3 c 

d 

0 

0 


0 

a 

3 b 

3 c 

d 

0 


0 

0 

a 

3 b 

3 c 

d 








= 0 

b 

3 c 

3 d 

e 

0 

0 


O 

b 

3 c 

3 d 

e 

0 


0 

0 

b 

3 c 

M 

c 



Il primo membro di questa equazione è il discriminante della funzione omoge- 
nea del quarto grado a due variabili. Il valore algebrico di questo discriminante 
venne dai Sig. ri Boole e Cayley posto sotto la semplicissima forma : 

(ac-^bd + 3 c*)* -27 {ace- a.J'-cb'-c' + abdc)* 

Dalle cose esposte risulta come in generale il discriminante di una funzione 
omogenea a due variabili del grado n, sia una funzione omogenea dei coefficienti 
del grado 2(0-1). 

3 .’ Rappresenti « una funzione omogenea dell’ crrcsimo grado delle n varia- 
bili x, , x t . . . x„. Ponendo per brevità : 

da (Pu 

U ' = dx r U,, ‘ m dx r dx, 

pel noto teorema di Eulero .si avranno le equazioni : 

x i u i,i + x t u t,i + • • • • (r-i)»,= o 

x , u t„ +x , u t,* + + 0 


*.««.1 + + + 

x t u t + x t u t +....+ x n u„ - ru =0 
La eliminazione delle x t , x, . . . x n da queste (n+i) equazioni fornisce la : 


dalla quale : 
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• «... 


"... • • 

• ", » 








r 



• «... 




± — u 







/•- 1 
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"... • 


. 



■ • «... 

", 


• K (> 






Nc risulta che per quei valori delle variabili x, , x, . . . x« pei quali è nullo 
il valore della funzione u sari» eguale a zero il valore del determinante : 


"... 

«... 


«... 

«... • • 



• ■ 


", 

• • 

. u n 


Se supponiamo n = a sarebbe nullo , per quei valori di x,, x t che soddisfano 
la equazione u (x t , x t ) = o , il trinomio : 




o geometricamente se quella equazione si supponesse rappresentare una linea, sarebbe 
in ogni punto di essa infinito il raggio di curvatura cioè la equazione «fx,, xJ«=o 
rappresenterebbe un fascio di rette. 

Cosi la equazione u(x ( , x t , x,)>=o rappresenta un cono. 


$. 5.° Moltiplicazione ed elevazione a potenza 
dei determinanti. 


Considerando due sistemi di equazioni della forma : 



. . -f a x —li 

I.n a | 

+ • 

■ • + = «, 



c ... r, + + • • 

• + 

c ...7, + c „.r. + • 


<w. + + • • 
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Se dai medesimi si vogliono ricavare i valori di jr f , jr % . . . y m in funzione delle 
«1 «,,,..-5 c li|} c )it ...$ tt, , u„ si ponno seguire due differenti vie. O si 

possono sostituire nel primo gruppo i valori di or, , x t . . . x„ dati dal secondo grup- 
po , e risolvere le equazioni risultanti $ oppure si ponno ricavare dal primo gruppo 
i valori di x t , x t . . . x„ , e sostituitili nel secondo risolvere le equazioni che ne emer- 
gono. I valori che in ambedue questi melodi si ottengono per le y x , r . . . r„ do- 
vranno essere identici \ c nell’ equazione che risulta dall’ eguagliare i denominatori 
di quei valori trovasi scritta la regola per la moltiplicazione dei determinanti. 

Pongasi nel primo sistema in luogo di x,,x t ...x K i valori dati dal secondo, 
e facendo per brevità : 


(27) 


+ n ,.x r „t + • 

• • + a x.' C X.* m Kx 

+ a ,« c x,x + • 

■ - + 

+ • 




"..l*.,. +a ».t C t, t + • 

• • + «V- 

a -l. 1 t l>.l + n ».« ■ 


+ • 





• • + a„,nC.,n = K,n 

di equazioni : 


p 

Kx j\ + + • 

■ ■ + 

Kxix + KtJx + • 

• • + 

K>Xx + A -,«r. + ■ 

■ • + 


c se da esso si ricaveranno i valori delle r, , ■ ■ ■ y„ , questi valori avranno per 

denominatore comune il determinante : 


a 3 




K, fl t,t 


(38) 

R = ± 


■ K, 

1 



^*,1 * 

• ■ Kn 


Se all’ incontro dal primo sistema si ricavano i valori di x t , .r, . . . x m il de- 
nominatore comune ad essi sarà : 



"... 


• i 

*3 

II 

H- 


rt ,.. • 




rt »., • 

• a n,m 


per cui se questi valori sosliluiscansi nel secondo sistema , c dalle equazioni risul- 
tanti si ricavano i valori delle j \ , y % ... j„ , il denominatore comune a questi ul- 
timi valori consterà del prodotto del determinante superiore pel determinante : 


(39) Q = ± 

c quindi dal confronto di quei valori si avrà : 

( 3 o) IUP.Q 

la quale è la forinola richiesta pel prodotto dei determinanti. Osservando alle equa- 
zioni (37) è manifesto come gli elementi costituenti una medesima linea del deter- 
minante prodotto risultino dalle somme dei prodotti degli elementi di una linea del 
determinante P per gli elementi delle varie lince del fattore Q. E evidente che il 
determinante prodotto si potrà ottenere anche eseguendo, quelle moltiplicazioni degli 
elementi dei determinanti fattori, per colonne, o per linee c colonne \ in questi casi 
la forma del determinante prodotto non sarà più quella dell' Rj ma i valori alge- 
brici di quei determinanti saranno identici. 

Cosi per esempio il prodotto dei determinanti binarj : 


c „. 


c c 

"♦I 


I 


I a b 
] c d 1 


* 'I 
/ u 1 
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A 

si potrà esprimere nelle quattro differenti maniere clic seguono : 


ax + bfi ay r b$ 


ax + cy afl + cà 


ax+lry afi + bà 


ax + c/3 ay + cà 

C« + d(3 cy + dà 

> 

bx + dy bfi + dà 

y 

cx + dy c/3 + dò 

ì 

bx + dfi by + dà 


Se gli elementi dei determinante P saranno ordinatamente identici agli elementi 
del determinante Q I’ equazione (3o) darà : 

R-P* 

e gli clementi del determinante R verranno forniti dalle equazioni : 

«*., + «*,, + • • • + «*., - K,r 

nelle quali le r , s ponno assumere i valori i , i } ... n. 

È importante I’ osservare che nel determinante , quadrato di un determinante 
qualunque, gli elementi conjugati sono identici fra loro. 

Applicazioni. i .* 

La equazione del terzo grado la quale incontrasi in Geometria allorquando vo- 
gliansi determinare gli assi principali di una superficie del secondo ordine, in Mec- 
conica nella ricerca degli assi dei momenti d’ inerzia principali di un corpo , delle 
forze principali d' elasticità o degli assi dell’ elissoide d’ elasticità ccc. può scriversi 
sotto la forma di determinante nel modo seguente : 


/(->•) 


a-1 7 (3 

7 b-l a 
/ 3 a c-X 


o 


Le radici di questa equazione sono reali. Questa proposizione già dimostrata 
da Caucliy, da Kummer, da Borchardt, da Jacobi lo venne recentemente dal Si- 
gnor Sylvester (*) con molta semplicità ed eleganza fondandosi sulla regola per la 
moltiplicazione dei determinanti. 


O Pbilosojjhiv.it Magnine. i$ù 
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Moltiplicando il primo membro di questa equazione pel determinante /"(X) si 
ha il determinante : 

A-X* F E 
F B-X’ D 
E D C-X* 

essendosi posto per brevità : 

a , + [ì , + y t - A <x0 + y(n+&) = F 

6’ + a’ + y* = B ay + /3(n + c)*E 

, C* + oc* + /3* = C /3y + a(&rC) = D 

quindi avremo : 

-fa) ./(-X) = X B -LX' + M X* -N 


Osserviamo che i coefficienti L , M , N sono positivi giacche si ha facilmente : 


L = a* + b* + c* + 2=t* -f 3,2' 2 y* 

M = (ab-/)' + (<IC-/ 5')* + {bc-a )* + 2(n«-/3y)' + a^jS-ay)' t a(cy-a/3)* 


N = 


Pongasi : 


« / 0 ‘ 

■/ b * 

/3 a c 


a=a t +jj, b=b t +p , c=c t +p , X = X,+/> 

la espressione /(-X) diventa : 

/ /3 


?(A) : 


y /> ( -X, a 

/3 « C.-X, 


e la equazione <p(-X,) . f(X,) = o sarà della forma : 

V ~ L, V + M, V -N, ■ o 

nella quale i coefficienti L, , M, , N, sono positivi. Quindi per la regola di Carte- 
sio nessuno dei valori di X* potrà essere negativo , cioè non potrà essere (X-/>)* 
eguale a — <y* , e quindi non può essere ì=p + qyj-i. Ne deriva che le radici del- 
1’ equazione /(-X) = o sono esenzialmente reali. 
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a(> 

Osserviamo clic questa dimostrazione, come quelle dovute ni Sig.' 1 Jacobi e Bor- 
chardt , si estende all' equazione della medesima forma dell' ennesimo grado; il che 
vedremo in seguilo. 

2 .* Sieno , A> y»> *»> A» */•» «*> Z 3 ,? 7, 1 coseni <kgl» an g oli che tre 
rette condotte da un medesimo punto formano con tre assi ortogonali ; ed u, , <u g , w 5 
gli angoli ebe quelle rette comprendono fra loro. Si avranno le note relazioni : 

«.‘+/V + 7,’- 1 e V*. + AA + 7,7,* cosw , 

«,* + A* + /,* = 1 «, ■ *, + Z 5 ,/ 3 , + 7,7, = cos w , 

*,* + Z 3 ,’ + 7»* = » «,“, + / 3 ,Z 5 , + 7,7, = cos« 1 

c quindi : 


*, 

A 

7, 

« 

I 

COS W, 

COS «o t 


A 

y» 

ss 

COS flt)j 

I 

COS co, 

a , 

A 

7, 


COS 0) f 

COSO), 

I 


Ora è nolo die indicando con a , b, c i coseni degli angoli ebe la perpendi- 
colare al piano determinato da due rette p. c. la seconda e la terza fa cogli atsi 
ortogonali si hanno le : 


c che : 


n = ± 


A 7,- 0,7, b _ ± «,y,-«,7, _-_ x *.A-«iA 

senu, ’ sen co ’ sen co ( 

a a, + i/3, + c*/, •» sen w 4 . sen 5, * sen co, . sen 9 t 


essendo 0, , 0, , gli angoli diedri compresi dai piani di cui le comuni interse- 
zioni sono le rette prima , seconda c terza. Sostituendo questi valori nell’ equa- 
zione (3t) si avrà : 


scnw l .seno> ii .sen9 J = scntd 1 .senw J .scn5 t =± v/(i-cos‘w -cos , w 8 -cos‘u J + acosw^osWjCos co,) 


3.' 1 Mediante la moltiplicazione dei determinanti si ponno ottenere alcune trasfor- 
mazioni di determinanti, le quali sono utili in molte ricerche. Daremo due esempi 
di simili trasformazioni. 

Se il determinante P viene moltiplicato pel determinante : 


*, 


, 0 . . 

. . o 



, • 

. . o 

*, 

0 


. . o j 


o 

o . . 

• • -rt. , . 

fl- 1. 1 


3 7 


e supponiamo le indeterminate , « t ... «„ 

soddisfare le n equazioni : 



+ - • 

• + -9 

V 1 .,. + *.«»,- + • • 

• + = <> 

il determinante prodotto sarà : 



I 


— • • • • a i,« a t,i — a t.t a t.* 


Ora osservando che : 


si avra : 


S = (-i)- , a, it 

I=(-i) n -‘a 1 „.a,, l . . . fl n .,.,P 


L’ utilità di questa forinola venne già provata dal Sig. Iìermite (*) in una ri- 
cerca nella teorica dei numeri. 

Girne un caso particolare di essa si ha la equazione : 


7,-r. 


* ^ £ 
a o 

a b 

, 

. Zi Zi 

7.-7, 

• 

« £> 

a b 


. fi £ 

a b 


il secondo membro della quale, supponendo che le x t , x,, y t \ x,, rap- 

presentino coordinate di punti situati sull' disse di cui i semiassi sono a , b j è 


2 \ * 

eguale a ± , essendo A I’ area del triangolo avente i vertici degli angoli in 

quei tre punti. Ora se con X , /x , v si indicano le lunghezze dei lati del trian- 
golo, e con l,tn,n i semidiametri dell’ disse rispettivamente paralleli a quei lati, 
quadrando 1’ equazione supcriore si ha : 
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/ 


dalla quale : 


il i/V l +\ 

r ’ 2 \m*~r '»*/ 
!_/£ x # /\ v» 

2 \W* ” f _ »*/ M* 


4A* 

fl‘è* 




^f(r-£*i)(T-£*. L Xr 


ni 



Quale secondo esempio di trasformazione di determinami dimostreremo un teo- 
rema enunciato dal Sig. Sylvesler (*) c del quale il medesimo autore fece varie 
applicazioni geometriche. 

Teorema. 11 valore del determinante : 


(32) A = 


"... 

**lii ’ 

• «„» 1 

«.„ 

«... • 

• «.,- 1 



• • «„,, i 

! 

i . 

I o 


è eguale a quello del determinante : 


nel quale : 


A.,. 

A.,. ■ 

• A,., i 

A,., 

A,,. • 

• A,,, i 

A-., 

A n> , • 

• K,n I 

i 

i . . 

. 1 o 


A,,,=« r ,,+A*+A, 


essendo /;, , h % .. . ; k t , k t . . . due serie di quantità affatto arbitrarie. 
Intatti si moltiplichi il determinante (3a) pel seguente : 


I 

0 . . 

. . 0 


0 

X . . 

. . o 

*. 

O 

o . . 

.. I 

K 

o 

o . . 

. . o 

i 


v 


(i) fililo jojiliicjl Magatine. i8ia. 


e<l eseguendo la moltiplicazione per linee si ha : 




. . . 1 


< v. + *. ■ 

. < . 1 

a m, t + k t 

a *,t + k, • 

. . . 1 

I 

1 

. . . 0 


Si moltiplichi questo risultato pel determinante : 


i o 
o i 


o o 


o o 
o o 


= ± i 


1 o 


K K • ■ ■ • K 1 


eseguendo il prodotto per colonne si avrà : 


a 9 


come si doveva dimostrare. 


A=II 


/ 


La equazione : 

PQ = R 

derivata ordinatamente rispetto ad a, tl a r%t . . . a,,. . avendo riguardo alle (37) 
dà origine alle equazioni seguenti : 


</p 

d R 

<fR 

c. . + — - — 

r 


JR 

da, %t 

d!< r ,, 

dh 

r%\ 

ii 

>f ' * 

dh,,.: 

dV 

dn 

TS - ■ 

e/R 

r 


e/R 


dìi 


il 

dh„. 

dV 

</R 

</R 

c _ + 

r 

« + . 

d R 

. . -f 

da r>m 

A., 

di 

8 


dh„. 


...... . . </Q <IQ 

Si moltiplichino queste equazioni per — — , — — 

sultati si ha : 



e sommando i ri- 
© 


( 33 ) 


dV tlQ dV_ d Q <IV_ d Q r/R 

da r x dc, yl da, t dc l t da, n dc, y . d/i r%y 
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essendo la espressione : 


dQ_ 

de.. ' de,* ' ’ ' : de. 


dQ dQ 

c + + • • • + c - 
M 


per quanto si è dimostralo al §. 3.°, eguale a zero od a Q secondo clic i simboli 
r,s hanno valori differenti od uguali. 

Se gli elementi del determinante P sono rispettivamente identici a quelli del 
determinante Q , la formola (33) dà : 


( 34 ) 


r/P dV + dP_ dP ^ + d P d P d R 


da r ì da tìi da r>t da,* 


da r . H da,„ dh ,,, 


dalla quale supponendo r=s si ha : 

(d p\' /dPV / r/P \* dR 
\da,J + \dUrJ + ' ' ' + \da,J dh r% , 

Esempio : 

J* + (7. a r7, «J*+ (PjrPt/ò t= («.‘+/V+7,') K+/V+7.*) " (WA^. 4 7,7./ 

È evidente che mediante la derivazione si ponno ottenere altre relazioni ira i 
determinanti P, Q, R } fra queste notiamo le due seguenti. Si derivi la equazione: 


( 36 ) 


^ t/P ,/R r/R rfR 

( ) — r 4 r + . . . + C . 

da rj dh r , <// t , , *’* rtt "" 

*V r *l '4 


rispetto a c r )t $ e la equazione : 


r/P r/R 


<iR 


= — C, s + -r. » + . . . + 

dh... ’■ dk - ' 


dtir.M' dh,. fl 


r, a 


d R 
dh i^n 


"ii,i 


si derivi rispetto a cy ,, $ sottraendo i risultati si ha : 


„ x dP dQ d P dQ x K 

(37) — "T, 7 J ^ 

Hflf.l «Cr ,« «tfr,, «Cr ,, 

» I 7 I 7 I »' 


c,.,« c,.,» 


</*R 


dìlr,v dhit.r 


nella quale le u , v si intendono assumere tulli i valori 1 , 2 , ... n. 


Derivando la (36) rispetto ad c rammentando le equazioni (5) ( 6 ) si ha: 

d“ P 


(38) 


(l(l r i d(lr ,« 




C„,S' C u ,s 


rfR_ 

d/lr.v (Ulr t u 


Se supponiamo che gli elementi del determinante P sieno rispettivamente iden- 
tici a quelli del determinante Q si ha h u ,r i = /i» • ,« , e quindi dal confronto delle 
due equazioni (3^) , (38) si ha la (i4) trovala al §. 3.° 

Consideriamo i seguenti due sistemi di equazioni : 



dP 

fiP 

+ f. . + ■ • 

. + <• 

dP 

H , 


da, tt 



da,„ 


c. . 

d P 

dP 

+ c. — — + . 

. + c _ 

dP 

II 


da r„ 

d a^ 


d<l r ^ 


r 

r/P 

dP 

+ c *. — + • 
da,. 

. . + c mm 

dP 

SS 

H 

*>! 


*V * 

da 


a 

JQ 

dQ 

+ a * + . 

■ . + a, „ 


K , 

•V, | 

dc „t 



de 

!/■ 


r/ 

d Q 

dQ 



K,„ 

M 


'•* dc M 


de 


a 

</Q 

dQ 

. . + a 


= K 



r * de 

,4C i* t t 

dc nj . 



Moltiplicando le equazioni del primo sistema ordinatamente per 

itc u, <K, 

r sommando i risultati si ha : 


dQ 
do^ , 


Qf-H, 


ed analogamente : 


d P 


r/P 
r/a, _ 


-r— + 11,4 7— + • 

de.,, 

r/Q r/Q 

. + H r.» », + • 

«<Y, «V. 

TI «/Q 

. + H „ 

</Q „ </Q 

f l *dc„ + - 

TI 

• • + “ 7 — 

dt'.j. 
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Queste ultime equazioni moltiplicate ordinatamente per a, A , a r% . . . a r ^ e som- 
mate avendo riguardo al secondo sistema danno la : 


(3o) PQ = H^K r ,, + H,,K r ,, + ... + H^K,, 

c moltiplicate per a. tl a, t . . . a ly , c sommate danno la : 

o-H,, K, it + H r>t K J t + , . . + II,. K.„ 

Le H ri|} H rii ... K m , K tii ... sono evidentemente determinanti dell'ennesimo ordine. 


Applicazioni. 

i.‘ Si immagini un tetraedro riferito a tre assi ortogonali aventi 1’ origine nel 
centro di gravità di una delle facete. Si .chiamino a, b , c le aree delle altre tre 
faccio } /3 t , ■/, j a t , fl tl y t $ a,, 3,, y, i coseni degli angoli clic le perpendicolari con- 

dotte dall' origine ai piani di queste farete formano coi semiassi delle coordinate 
positive -, x t , jr,, z, $ x t , z, $ x f , y x , z x le coordinate dei centri di gravità delle 
faccie medesime 5 0 il volume del tetraedro. 

Per un nolo teorema dovuto al Sig. Cauchy si hanno le nove equazioni : 


(4«) 


ax i x l + bx t x t + ex = v 

a &\ x \ + + r P t x t ~ 0 

ay l x t +lr/ t x t +c-/,x,-o 


a *j r . + Kr. + «**r»-° 


«*A +é *A +c «* s »"° 
n/5 1 z 1 + i/3,s, + c/3 J 5 J =o 

«7.*,+ ^/» 3 . + c '/. s » = 


Ponendo : 


si ha : 



a a, fot, Cx } 


ce ex a 
« » j 

p » 

«P, W, C,3 S 

= ab c 

P t A A 


«7, h, cy. 


7, 7, 7, 


0 


*3 

.r, 7, r. 


PQ = v' 


Ora per una formola conosciuta si ha 

P -9 



33 

e se con u si indica il volume del tetraedro avente i vertici degli angoli triedri 
nei centri di gravità delle faccie del tetraedro dato si ha : 


* Q = 6« 

per cui sarà : 

v=*a 

Dalle equazioni (3g) si hanno le : 

rfR v <iR v rfR v 

"'-SÉ R> a ^'~ dp i Il ’ R eCC * 

_ P 

posto R = $ quindi : 

-■--.•■Al©-©'*©] 


c da questa : 


, a bc 

l sen u 

9 v 


indicando l la lunghezza di uno degli spigoli del secondo tetraedro , ed w 1* an- 
golo diedro compreso dalle faccie di area b , c. Ma se con X si indica la lunghezza 
dello spigolo opposto a quello comune intersezione di queste faccie si ha : 


a bc 

Vm ? ysenoi 

dunque : 



a.* Posto : 


p = 

X , > 7, > 3, 

x . > 7 . > z . 

Q - 

rt i > b t , c t 
> b .) c , 


> 7 , » z , 


a l » b l 1 c l 


si hanno le : 



x t i 7i > z i 


x , 7. z . 


x ,> 7,i z . 


", *, ", 


x , 7, z , 


PQ = 

", i b , » c . 


", 

+ 

", ", 


x ,7. z . 

+ 

", ", 



x j > Tu z t 


", ", 


x , 7. z , 


", c, 


x , r, z , 



x ,7. z . 
5 


O =5 


*.7. 2, 

•% 

X x 7. 2 , 


z , 

a, b t c , 


n, b, c. 

+ 

«, b t c t 

y> 


a i K c . 


x * r, z , 


n, b, c, 


** r, z . 


a, b, c, 

r, z , 

+ 

a, b , c. 


a . K c . 

a , K c . 


7, 2, 


■ r >7« 2, 


JC Y , , OC 7“ OC Y 

Se le — , — si suppongono coordinale di un punlo A , le — , — : — , — di 

z i z > z % \ ' z , z s 

due punti B, C, e cosi le — , -1 ... di altri tre punti a, b, e le equazioni su- 

c i c i 

periori equivalgono alle proprietà geometriche : 

ABC . ale - ACa . Bic + AC b . B ac + A Ce . B ab 
o = ACa . A he + AC b . A ac+ A Ce . Ani 


essendo ABC , abe ecc. le arce dei triangoli ABC , ohe ecc. 


%. 6.° Determinanti ad elementi reciproci , o determinanti 

di determinanti. 

Rappresentando con P il determinante : 



a • • 



* * 


«... 

■ • 

«... 


d P . . 

e posto per brevità a rl - — ; chiamasi determinante ad clementi reciproci cor- 
rispondente al determinante P il seguente : 




oc a . . 

M M ' * 

• «... 

(40 

s = 

a OC 

8,1 ^*,1 

• a „. 



oc oc 
». 1 «.• • 

• 


È noto (§. 3.°) che fra gli elementi del determinante P , 
minante S hanno luogo le relazioni : 


e quelli del deter- 


m 




+ <*r„ = 0 
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quindi moltiplicando fra loro i determinanti P , S si avrà : 
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P.S = 


Po... o 

0 P . . . o 


P" 


o o . . . P 

dalla quale : 

(43) S = P"-' 

Se nella seconda delle equazioni (4 a) si pone s= i , a ... n; si ottengono 
n equazioni dalle quali si ponno ricavare i valori di a r t , a, t ,.. . a, „. Trovasi 
facilmente essere : 


d S 


°r.. ~ c 


S ci. 


e quindi per la equazione (43) : 

( 44 ) 


d s 

ikt 


Indicando con T, V i determinanti ad elementi reciproci corrispondenti ai de- 
terminanti Q , R (equazioni (28), (39)) si avranno le : 

T = Q-' V = R*-’ 

e quindi per 1’ equazione (3o) : 

V => S.T 


cioè il prodotto dei determinanti ad elementi reciproci corrispondenti a due deter- 
minanti P, Q è eguale al determinante ad elementi reciproci corrispondente al de- 
terminante R prodotto dei due P , Q. 

Applicazione. 

Si considerino le equazioni (20), c si indichino con x rA : x r<k : . . . : x, in i valori 
dei rapporti x x '.x t : . . . :x„ che ri ricavano da n-i di quelle equazioni escludendo 
la r esima. Si avranno le : 
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Sostituendo questi valori nel determinante : 


si avrà : 



x 

*U, ■ • 

. X 
' ».* 

A = ± 

X 

• • 

• 


X 




A = ±X. ri- 


essendo X una indeterminata. Se supponiamo x ri = i si ha : 


i 

X 


Mediante queste forinole si ponno risolvere i due problemi : i .° Trovare l’area 
di un triangolo essendo date le equazioni dei lati. 3. 0 Trovare il volume di un 
tetraedro essendo date le equazioni delle faccie. 


Le equazioni ( 43 ), ( 44 ) e la (* 4 ) trovala al §. 3 .° appartengono ad una se- 
rie di relazioni sussistenti fra determinanti di determinanti, le quali si deducono da 
due forinole generali come ora veniamo a mostrare. 

Consideriamo i due gruppi di equazioni (16), (17), e scriviamo f+i qualsi vo- 
gliano equazioni consecutive del primo di essi nel modo seguente : 


(lr,t Xt + a r,»+i Xt + 1 + . . . + a r ,u Xu — Ur ~ ( a r, x X i + . . . + 1 Xj-i + &r,u \ i Xu+i + . . . + ( l r ,nX n ) 

(lr+>^X s +a r +\ t s+iXi+i+..-+(lr+i l uXu* : U r +t-(Q r +i,iXi+...+(lr+i l t-iXj-i+art i ) u+|Xu+i+...+tf r +., |/ ,.rw) 


rii >,t Xr -t- a„ iJ+ , x t \ 1 + • . • +n» i,uXu — u v — 1 x 1 + 


+ 1 X)—\ + fli/jU-H Xu+I + ... + Afilli X fi ) 


essendo u=s + i, o = r+i. 

Si indichi con IA,m il determinante : 


Ur,t 

rtiy+i 




rt r i i,j+i . 

■ . <I, ì-i,iì- 

1 <lr+i,m 



. . (ty.u-l 

Qv,m 


c ricavando dalle equazioni superiori il valore di x a si ha facilmente la equazione: 


//r\ r» r> r» . r» _ ^^ili . .. _ <d , (’ ) u 

(45) P^ji X| +...+ Pj.j,— 1 Xj-i + P(. J iiXu+...+ rc,nX/i = Ur t * Wp+i • • •’WIv 


ila, 


r,u 


d(tr\'. } u 


ila, 


y,u 


Scriviamo ora ti-i equazioni scelte opportunamente fra quelle del gruppo (17) 
nel modo che segue : 

®i,l W| + . . . + et/— 1,| Ut— ! + a v,i U v + . . . + «n, l Un = PX| — (®r,l Ut + .. .+ Mv-i) 

+ . . . + 1 + ®»,i Wv + . . . + = PXj ■— (*r,a Mr + . . • + *t>— i,a Wv— i) 

a i,»-i «1 -K..+ a r _| jI _, Mr-i + *v,»-i U|»+...+ *n,t - 1 U n - PX/_i — («r,»— I Mr+-- +«(<-i,i-|Mv-i) 
*r,uW( + ••• + a r-i,u Ur—i + + ... = PXu — (*r,t« U r + . . . + *►>— i ,« M(/_ i ) 


*i/iW| + . . . + «n-i,nWr-l + ®*y» Mi» + . . .+&n,nU n — PX/t — (&r,nUr + . . . + i,n Uv— i) 

\ 

e ricavando da queste il valore di «„ si ha : 

///?\ c . .c .e r,/_ dSt>,u __ <fS V)U _ _ <*S„„ ^ 

46) Sz-uIir+Sr^, u M r + l +...+S l / uUv=P( X i — r +..+Xj_i — hX(j — K.+X« j I 

\ a**,, dxy jt -i (favju a* v>n f 

posto : 


S m,u — 


*1,1 

. . . «|W |,t 

a m,i 

«v+1,1 • • 

■ *n, 1 

*i,a 

• • ■ «r- 1,1 

a m,i 

*v\ i,a • • 

• *n, a 

«1^-1 

. . . | 

*/n,«- 

*•>+1^-1 - • 


*1,1» 

• • • *r- i,u 

a m,u 

«X+I.U • • 

• *n 9 u 

*i,n 

• • ♦ a r—i,n 

a m,n 

*><+i,n • • • 

*/i,n 


Osserviamo che i valori di x u ricavabili dalle equazioni ( 43 ) ( 46 ) devono evi- 
dentemente coincidere , giacche mediante le equazioni (16) non si può esprimere che 
in una sola maniera il valore di x« in funzione delle quantità x, } . . . x,-, , 
Xu k 1 . . . Xu ; u r , Ur+ , , . . . Uy in numero n. Quindi eguagliando i coefficienti 
di « r+a (essendo a un numero qualunque fra quelli della serie 0 , 1 ... i) nei due 
suddetti valori di x u si ottiene la equazione : 

0 dS*,u dP VfU n c 

1 —, 1 v.u àr+a,u 

da-vju ddr+a,u 

Da questa supponendo a = i si ha : 

dSy, U t/P»>,U 


( 47 ) 


doc v u da v 


— P,,« S*,U 
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e siccome . 


si avrà : 
e quindi : 

( 48 ) 


d S,. )U c 

dP„,u _ p 

(lBv f U 

da v , u 


P . S^+| ) u + I P|/_» | ,tl— t — P k-,U • S Vj (i 


P C Si> 4 c,U 4 < P V— I ,U— I - Pl'+C—I ,U+C— I S^o 


Se in questa forinola facciamo r=s= i si ottiene quella data dai Sig." Jacohi 
e Spoltiswoode. 

È evidente che nna seconda forinola analoga alla (47) si potrà ottenere ese- 
guendo la indicata operazione sopra i + 1 equazioni consecutive qnalsivogliano del 
gruppo (17) , ed n-i equazioni scelte opportunamente fra quelle del gruppo (16). 
Si arriverà cosi all’ equazione : 


( 49 ) 

nella quale 


n dS u ,v dP u ,v „ 0 

z — — i U,V °U, I 

ti%u. t‘ ddu V 



«V ■ 

• ®u— i,r 

®m, r 

s„,„ = 

«J,r+ 1 • 

• a u- 1 ,1+ 1 

1 



• • ®U-I,K 





ed osservando essere : 

dS U) , 

(i*u, V 

si avrà : 

(5o) Pr.Su-l^—l Pu+CjK+C = PlijV Su+c—IjK^-c-l 


'a,, t .. 



(t |,»>+| 

tt,,n 

«S- 1,1 • 

■ th-i,r-i 

a,-,, 

m (t$— i,i/+i • 

• dg— ì ,n 

‘tu,, . 

• Ou,r - 1 

flu,m 

a u,v + 1 

• du,n 

On,, • • 

• fln,r— 1 

Qn,m 

<*/!,«'+ 1 

• dn,n 


dP u , 

dciu.i 


U+ljV+l 


Se nella equazione (48) si pone 1 = 0, e quindi v*r, u=s -, essendo : 


si ha : 


Pr-i,»-l = l Sr,» = S 

P® S r +c,x 4 c = Pr+C-1,«+C-I • S 


la quale comprende come caso particolare tanto la ( 43 ) , che si ottiene ponendo 
r= j= x , c=/i j quanto la (44) la quale si ottiene ponendo c- 1. 


3 9 

Analogamente se nella equazione (5o) ponesi o osservando che : 

(*) Sj_t,r— i 3 I P,,r=P 

si ha : 

P c_ 1 • P a+e,r+c = S,+c_ i ,r+c- v 
dalla quale si ottiene la (i4) ponendo c=a. 

Applicazioni, i .* 

Si indichi con : 

(5 1 ) U= 2,a, r .r r * + a 2 r l,a r% , x r x , , 

nella quale a r , = a , <r , una funzione quadratica ad n variabili. Osserviamo che il 
determinante P è il discriminante della funzione U ; cioè è il risultato della elimi- 
nazione delle x t , x t ... x„ dalle equazioni : 


dU 


dU 


-7— “ 0 -J- = ° • • • 

dx t dx t 


dV 

dx. 


= o 


La funzione quadratica ad n variabili : 

V = 2, a rr z r ' + a 2 r S, a,., s r z, 

dV 

nella quale ee r> , = — — chiamasi funzione reciproca della U. Vedesi facilmente che 
la funzione V può esprimersi sotto la forma di determinante nel seguente modo : 


(5a) 



«M * • 

• «,0. 

Z, 

V = 

a t,l * ' 

• a t V» 

2 . 



• a n/% 

2, 


z z 

"t % • 

• 2. 

0 


e la reciprocità fra le funzioni U e V rendesi evidente considerando che per 
P equazione (44) , la funzione U può porsi sotto la forma : 


J 


(*) La suuutcnu delle equazioni •> i , S,.,, r ., «• i ece. provasi facilmcnlc enervando te identità : 


I a b 

I c d 


i o o 
o ab 
o c d 


o o i 
ab o 
c d o 


- ecc. 
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Supponiamo : 


n 

nT 

X 4-fl X + . . 

I l M 8 T • * 

• + 

z = a 

i i. 

x +a x + . 

. • + «,**„ 

z.=«„, 

X -f a X + . 
1*^1 * «.a t 

• • + 


in questo caso lia luogo la equazione : 

(55) V=-P.U 

Per dimostrare questa proprietà rammentiamo (pag. G) che se agli elementi 
dell’ ultima colonna del determinante V si aggiungono ordinatamente quelli della 
penultima moltiplicati per - x m $ quelli della terzultima moltiplicati per - , e 

così via, il valore del determinante medesimo non si altera $ ma eseguendo questa 
operazione il determinante V osservate le equazioni (5i) (54) si trasforma nel 
seguente : 


«... 

«... • • 

«.,. 

0 

a M 

«... • • 

«..» 

o 

«-„ 

«... • • 


0 

z . 

z, . . 

• Z n “ 

U 


e quindi ha luogo l 1 equazione (55). 

La equazione U *= o , per « = 3 od n = 4 può rappresentare una conica od una 
superficie del secondo ordine ^ ed iti questi casi l'equazione V= o rappresenterebbe 
le rispettive polari reciproche. 

Le forinole superiori sono di mollo uso nella teorica delle polari reciproche ed 
in altre quistioni geometriche intorno le linee e le superficie del secondo ordine. 
Mediante la (55) possiamo risolvere il seguente problema : Data la equazione di 
una conica e le coordinale di un punto stabilire un criterio per distinguere quando 
il punto sia interno od esterno alla conica. 


Siccome un puut'o chiamasi esterno od interno ad una conica secondo die da 
isso si possono condurre o no due tangenti reali alla conica, così il criterio richie- 
sto si avrà dall’ essere reali od immaginarie le coordinate dei punti di intersezione 
della polare del punto colla conica. Ritenendo le denominazioni dell’Applicazione i.* 
del §. 4° trovasi facilmente che la condizione a verificarsi affinchè i rapporti x:jr:z 
delle coordinate della comune intersezione della conica y(x,y,z)=o e della polare 
del punto di coordinale •**,>/#> z o sicno reali è la : 


a li f ,r ( | 

h b * J, 1 • 

/■ „ ■ > o 

J e c z, 

r, z . 0 

nella quale si è posto : 

x r ùx t + liy t ±Jz % , = +$/,+<«. i + 

ossia osservando alla equazione (55) il criterio richiesto sarà : 

a li J 

?(‘ r o; /.> 3 .) • h b c <o 

f e c 

Quindi il punto sarà esterno od interno secondo che quelle due espressioni avranno 

segni uguali o contrarj. Notiamo che la prima di esse annullasi quando il punto 
è situato sulla conica ; c la seconda quando la conica sia un sistema di due rette. 


2 .* Considero il determinante : 


j 

"... ■ 

• 



< 1 , ,. ■ 

• «... 

Z . 

I 





*« * • 

• «» 

a fi 

‘ 

* 

* Z ft 

/ 


per la formola (i4) si avrà: 


4a 

ossia ritenendo le denominazioni dell’ Applicazione 1 .* c supponendo a r , *= a, r ed 
a *• /3 = ■/ = J = o si ha : 


(56) 


posto : 





HP 

= VL - 

M* 






«... • 

• «... «. 


«... 

«M • 

«... 


L = 

«... 

«... 

«... *. 

fl 


«... • ■ 

«... 



«... 

* 

«... 3 . 


«... 

«.a ■ • 

«... 

*. 



a , 

V 

» 



«, • • 

■ «. 

0 


a ot cu o c t ol , 

i • ’ « » * 

Sia A, , una quantità legata colla a rtl dalla equazione 

A _ ^ 


A,,. = «,,, + «, 

cd indico con P t , L,, V,, M t , II, i determinanti che si hanno ponendo nei determi- 
nanti P , L , V , M , H gli elementi A, i# in luogo degli elementi a, it . Mediante il 
principio che il valore di un determinante non si altera aggiungendo ordinatamente 
agli clementi di una linea o di una colonna quelli di un’ altra linea o di un’ altra 
colonna moltiplicati per una stessa quantità si dimostrano facilmente le equazioni : 

L = L, M = M, , H = H, 

Ora osserviamo che il determinante V si può scrivere nel modo seguente : 


V = 


«... 

«... 

«... 

z . «. 

«... «.. • 

• «,. 

z . “. 

^"4 * 

• «... 

=. «. 

Z| . 

• Z m 

0 0 

0 

0 . 

. . O 

0 I 


e quindi aggiungendo : agli elementi della prima colonna quelli dell’ ultima molti- 
plicati per a, , agli clementi della seconda colonna quelli dell’ ultima moltiplicati 
per ar g c così di seguito $ pel principio su esposto si avrà : 


V = 


A,., 

A,,. 

A,,„ 3 , 

A, 

a m 

A Z a 



A„., 

A„, 

• A„,„ z„ 

s i 


. c„ 0 0 

3 . 

a . 

. 01 


- tt o ogla 


ossia : 
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V - V, + H, - V, + H 
Cosi il determinante P si può scrivere : 


«... 

«... • 

• «... 


«... 


• 

a . 

«... 

«... • 

■ a nj% 


0 

0 

0 

1 


ed eseguendo 1’ operazione indicata più sopra si ha facilmente : 

P = P, + L, = P, + L 

Questi valori di L e di II sostituiti nell’ equazione (56) danno la : 

(5 7 ) M* = P V t - VP, 

Abbiamo denominata la V funzione reciproca della U $ evidentemente la V, 
sarà funzione reciproca della funzione quadratica : 

U + • •• +«.*.)* 

Se supponiamo n=> 3 le equazioni : 

U = o, U + («,.£•, + a,.r, + a, jt,)*=o 

rappresentano due coniche aventi doppio contatto , e le : 

V-o, V, = o 

sono le corrispondenti reciproche polari. Ora per 1’ equazione ( 57 ) la V,=o può 
assumere la forma : 

P V + M»= 0 . 

il che mostra che le due reciproche polari hanno pure doppio contatto e che la 
corda di contatto è la retta rappresentata dall’ equazione : 

RI = o 

Un analogo teorema ha luogo per le superfici del secondo ordine (*). 
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$• T.° Delle proprietà dei determinanti minori. 

Chiamasi determinante minore di un determinante completo i 


«... 


• **|,H 

"... 




«... ■ 

■ 


il determinante che si ottiene trascurando un qualsivoglia numero di lince e di co- 
lonne del determinante completo. L' ordine del determinante minore viene determi- 
nalo dal numero delle linee c delle colonne che si trascurano: cosicché il determinante: 

<*!,« Ai,» • . • - fl| ,n—m 

Cla, i .... 


1 (hi -m, < (hi-nif'l • . . (hi-m,n-m 

è un determinante minore dell’ m esimo ordine. Se gli elementi principali del deter- 
minante minore hanno ciascuno il primo c secondo indice identici . come ha luogo 
pel determinante (58) , il determinante minore chiamasi principale. 

Per rappresentare questa specie di determinanti mediante simboli , consideriamo 
i determinanti minori dell* ordine m esimo del determinante P $ e fatte le : 


(58) 


n (n - 1 ) . . . (ti-in (■ i ) 

„ it 

i . a . .m 

combinazioni ad m ad m degli indici x , a , ... n ; scriviamole di seguilo secondo 
una determinata legge: per esempio incominciando da quella nella quale il prodotto 
degli indici b il più piccolo, nelle altre che la seguono il medesimo prodotto vadi 
aumentando. A queste combinazioni cosi distribuite si facciano corrispondere i numeri: 

i , a , 3 ..... u 

Sieno r , s due fra questi numeri $ se nel determinante P si sopprimono tutti 
gli elementi che hanno il loro primo indice compreso nella combinazione r , ed il 
loro secondo indice compreso nella combinazione s, gli clementi che rimangono (or- 
meranno un determinante minore dell’ ordine m. Indicheremo questo determinante 
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minore col simbolo (" | )P ri « , quindi il simbolo 0)P,. r rappresenterà un determinante 
minore principale dell' in esimo ordine. È evidente clic il numero dei determinanti 
minori dell'mesimo ordine eguaglierà in generale il quadrato del numero «, per cui 
mediante i determinanti medesimi si potrà formare il determinante : 


'O u 


0)P I( , 

o>P 1>2 . . 

. • 0)P 1)U 

«Pv 

o)P a> , . 

. . 0)P ai „ 

o)P„, , 

o.P U) , . 

■ • o>p U)U 


Questi determinanti di determinanti minori , considerati la prima volta dal Si- 
gnor Cauchy (*) , vennero chiamati dal medesimo autore determinanti derivati del 
determinante P. 

Chiamasi determinante di complemento del determinante minore < m -P r ,* il deter- 
minante minore dell’ ordine (li-m) che si ottiene dal determinante P trascurando 
tutti gli elementi all' eccetto di quelli che hanno il primo indice compreso nella 
combinazione r , ed il secondo indice compreso nella combinazione s. Questo de- 
terminante di complemento può indicarsi col simbolo (n-n>)p_,._ J • ed il determinante 
di complemento del determinante ( 58 ) sarebbe : 


Un+Ijf+I 

flf+1,0+5 • 

■ flo+i, 

^n+3,0+1 


• «v+a, 


a ll,v+-i 

• On,n 


posto n-m-v. 11 determinante derivato dei determinanti di complemento dei de- 
terminanti costituenti il determinante 0)S„ si potrà indicare con 5 cd i de- 

terminanti 0)8,4 , ( n - m /S u si chiamano determinanti derivati di complemento. 

Rammentando la regola per la formazione dei determinanti esposta al §. 3 .° 
(pag. 10) si concepirà facilmente la sussistenza delle due equazioni : 

(j v 0'P 1; , ('«-m)p_ i _ > + (fri) p a f + . . . + 0>P„ ( , C'»-'")P_ Uj _, = P 

O.P,,, ('•-'"/P_ 1 _ r + 0)p j>t Cn-m;P_, _,. + . . . + 0>P U( , C«-w»;P_ (# _ r - « 

Se in queste equazioni poniamo r ed s eguali ad 1 , 2 , 3 ... u si hanno u‘ 

equazioni col mezzo delle quali applicando la regola della moltiplicazione dei dcler- 
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minanti si ha : 


(m)S„ ('<-m)S u - p« 


La formola (43) si ottiene da questa ponendo m = 1 . 

Osserviamo che % per le fatte convenzioni riguardo ai simboli dei determinanti 
minori 1’ equazione (36) prende la forma : 

QO)P,., = (OR,., ('.-OQ_, + OR,., + . . . + COR,.,, <«-0Q_„_ f 

cosi la (38) potrebbe scriversi : 

Q (2 >Pr,, - < J >R r ,i <"- a >Q-,,_ + WRr, a <"- a >Q-a,-/ + . . • + <'>R^ 

posto i =» — — — j cd in generale la derivazione eseguita m volte sulla equazione : 
2 ( 

PQ = R 

conduce evidentemente alla : 

Q(m)P v =,(»)R r> , ( n—m )Q_ , + ( m )R r> , + . . . + ( m )R r , u ( n, )Q_, s _, 

Se in questa poniamo s- i , a, 3 . . u si ottengono u equazioni le quali or- 
dinatamente moltiplicate per : 

(m)Q f>1 (»0Q t> , .... WQ,, U 

e sommate avendo riguardo alle : 


( 6 °) 


+ <"0Q,, a + . . . + WQ fi „ = Q 

WQv + WQ,,, C"-«)Q _ r ,_ 3 + . . . + C'»-«)Q_ P> _ U = O 


danno la seguente : 

(6 1 ) <»)P r> , + . . . + («>P r , u < m >Qx,u = 

La (33) si ottiene da questa ponendo /«= x. Se supponiamo r=s cd identici 
gli elementi corrispondenti dei determinanti P , Q si avrà : 


(6 a) (<«>P r.,)’ + (<»Pr, ,)*+... + (<™>Pr, U )‘ = < m )R v 

Indicando con C")T „ , (")V B i determinanti derivati dei determinanti Q , R si 
avrà per la equazione (6i) : 

(«0S„ ("OT* = W>Vy 


ed analogamente : 

< n -"'iS„ <"-™>T u » <*>-») V,, 

Col meno delle equazioni (59) (Go) si potrà ottenere una equazione la quale 
comprenda come caso particolare la (39). Seguendo il processo di calcolo adope- 
rato per giungere a quest’ ultima si ottiene facilmente la : 


( 63 ) 


nella quale : 


PQ = A #) , K,,) + Hi,t K,, a + . . . + II,, „ K,,„ 


H,, r - < w >Qr,, + («0 Q r(1 

Ki, r * <'-m)Q_ 0 _. C«.)P I>t + C«-«>Q_ rj _ 1 


+ . . . + (" 0 Q r , u C'-<")P_ U> _, 

+ . • . + ( - n - m Q-r,-u 


La formola di decomposizione ( 63 ) è dovuta al Sig. Syivester (*). 


Applicazioni. 1.* 

I 

Rappresenti : 

u = 2, 2.a r ,x r x, 

una funzione quadratica ad n variabili. Trasformando questa funzione in un’ altra: 


V = 2 2 A z 3 


mediante la sostituzione lineare : 


a*. = =. + ••• + 


= + + • • ■ + c -. 2 - 


jr=r z + c 2+...+C 2 

** n |.« * t * n 

si ha come è noto : 

( 64 ) A, t , = A t>r = + c, t h„ + . . . + c.„ h n , r 

essendo le h ur . . . date dalle equazioni (27). 

Supponiamo che la funzione U venga trasformata nella V, mediante una sostitu- 
zione ortogonale, cioè che i coefficienti c r> , della sostituzione soddisfino le equazioni : 

c ‘, + c '.. + ... + <?*„» 1 
c r.> c '« + + . . . + c r „c.„ = o 
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per cui : 

E noto che in questo caso la funzione V può ridursi alla forma : 

• V-2,A,* r « 

e che i coefficienti A r sono le radici dell’ equazione dell’ ennesimo grado : 
(G3) /(->•) = 


rt, , a. -X 


= o 


Questa equazione , incontrala la prima volta da Laplace nelle sue ricerche in* 
torno le ineguaglianze secolari dei pianeti (*) , e che diede origine ai primi lavori 
del medesimo autore sui determinanti ; ammette ri radici reali come già provarono 
Borchardt e Jacobi (**). Rammentando il modo col quale al §. 5.® venne dimo- 
strata questa proprietà per la equazione del terzo grado della medesima forma , 
chiaro che ponendo : 

kr* = + • • + "... 

e quindi : 


/(>•)/(->•) = 



■ K. ■ 

•• 

K, 

• 

• • 

K, 




avremo dimostrala la realtà delle radici dell' equazione (65) ; quando siasi provalo 
essere positivi tutti i coefficienti delle varie potenze di X nell’ equazione : 

(66) (-.r/(X)/(-X) = X*"-H„. l X--* + II..,)*“-* . . . *H,X'±H. 

Ora il coefficiente di X”* risulta evidentemente dalla somma dei determinanti 
minori principali dell’ m° ordine del determinante : 



• 

• 

K, 



K, 

A.,- 

■ A„.„ 


(•) Hutoirc de t’Academic de* Science*. Annce 1771. 

(*•) Journal de LìoutìIIi. Tome la. — Jacobi. MaleraatUclie WeiLe. Baud. 1. 
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Indicando con C")R rt , uno qualunque di questi determinanti minori principali 
e con P il determinante J(o ) , ed osservando che fra il determinante <"0R rtr ed. i 
determinanti minori del determinante P sussiste la equazione (62), ne consegue che 
il coefficiente H„, eguaglia la somma dei quadrati di tutti i determinanti minori del- 
P emmesimo ordine del determinante P. Quindi tutti i coefficienti della (66) saranno 
positivi , c le radici della ( 65 ) saranno reali. 

a.’ Ritenendo le denominazioni dell’Applicazione 1 si indichi con N il determinante: 


A,., 

A,, - - 

• A,,. 

A. 

A. . . 

. A 

1. 

t.a 

a.»» 

A„. 

A-,, • 

■ A.,. 


% 

Qualunque sia la sostituzione lineare col mezzo della quale la funzione U si tras- 
forma nella V, fra i determinanti minori dei determinante P ed i determinanti mi- 
nori del determinante N ha luogo una importante relazione che ora veniamo a sta- 
bilire. Osserviamo che per 1 ’ equazione (64) essendo : 


N = QR 


abbiamo analogamente alla (61) : 

(° 0 Q,,i WR.,, + < m )Q t .,a <">R 9| , + . . . + < m >Q,,„ < m 'R U) , = WN,,, 

e quindi ricavando dalla (61) medesima i valori di : 


WR,,, , <* 0 R 3 ,, .... wR u ,, 

e sostituendoli in quest’ ultima si ha : 

Wf),,, = 2, WQ^r { WPr, , < m >Q*,. + ("0P,, a < m 'Q»,i + • . . + (m) Pr,u ) 

la quale è la relazione accennata sopra. Se in questa equazione poniamo v = s , e 
quindi s = 1 , 3 . u otteniamo la : 

i «N,,. = I,H")Q V {WP r> , «Q,,, + C«)P,, a . . . + WPr.uWQ,,. } 

la quale supponendo : 

Q* - M 
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trasformasi nella : 


2.<N>N m = 2,(<^Pr,t ^yir.x + «Pr,»«M^i+ . - . + ^P r , u C»0M, u ) 

Quest’ ultima poteva ottenersi anche direttamente essendo PM = N. 

Se la sostituzione lineare per la quale la U trasformasi nella V sarà ortogo- 
nale si hanno evidentemente le : 


e quindi 


( m >M r ,r = I WM r> i « O 


I WN = z (<")p 

$ *" M « 1 M 


fonnola nota. 

3.* Supponiamo che nelle due funzioni quadratiche U , V sieno : 


(67) 


«... = + 7 r. t y.., + ■ ■ . + 7r*7«i 

A r ,. = A J r = y ir y u , + y t y/ u , + . . . + 


in questo caso , quelle funzioni sono eguali fra loro, cioè si ponno ridurre ad una 
medesima mediante una sostituzione lineare. Infatti indicando con II il determinante : 


per le ( 67 ) si avrà : 


/ M 7 1 J • 

• 7,„ 

7,.. 7« ■ 

• 7%a 

7-., 7-., ■ 

* * / 

P = N 

-IP 


cioè i determinanti P , N , i quali si ottengono eseguendo il quadrato del deter- 
minante Il per linee 0 per colonne , saranno eguali in valore ma di forma diffe- 
rente. La eguaglianza delle due funzioni U , V sarà dimostrata allorquando sarà 
provato essere eguali fra loro i cornicienti delle medesime potenze di X nelle due 
equazioni dell’ ennesimo grado : 



a ut ■ ■ 



a m -* 

A„ •• 

■ A ~ ì 



■ 

c O 


A,,->- 

A,* 


• • 

a m -X 


A,., 

A.., • • 

a m -i 


Osserviamo che il coefficiente di X m nella prima equazione è formalo dalla som- 
ma dei determinanti minori principali dell’ emmesimo ordine del determinante P ; 


ctl il coeiìÌGieiUc di A m nella seconda equazione dalla somma dei determinanti mi- 
nori principali dell’ emmesimo ordine del determinante N. E siccome si hanno le : 

<"'Pr, r = + (Wllr,,)* + • • • + (<*>H 


<">N r ,r- + (<-)H,, r )* + . . . + (WH V )‘ 

sussisterà 1’ equazione : 

2 r (-)P r<r =2 r C«)iN r>r 

cioè i due coefficienti di A* nelle due equazioni superiori saranno identici. 
Esempio. Le elissoidi rappresentate dalle due equazioni : 

(a,.r + bj + c t zy + (n,x + bjr + cjty + (apc+bj+cp)' = k' 

(n t x +aj + a?)' + (b t x + b t y + b t z)' + (c,x + cj + cp)* = A* 
sono eguali fra loro ( # ). 

4- J II sistema di equazioni algebriche lineari : 



+ a » x » + 

• + = «, 

( 68 ) 

"... + 

• • + x . = «, 


a »., x , + ‘ l ..« x , + ■ 

• + «... x, = U. 


nel quale n > s , viene denominato sistema sovrabbondante , essendo composto di 
un numero di equazioni maggiore di quello necessario alla ricerca dei valori delle 
incognite. 


Supponiamo 

ehc le quantità u x , u t . 

• 

. m. sicno legate dalle s equazioni : 


C, A U t + C ut U t + . 

+ c -< u - = 

(%) 

C M«, + C «“.+ 

• + c.., = v t 


c „. u , + + 

• + = v. 


e sostituendo in queste per le u t , u t . . . n n medesime i valori dati dalle (68) si 
otterranno le : 
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K, X , + Kx*t + • • • + K*. = v , 


A m *. + *«*.+ • • • + /t ,.,*\=‘ , 4 


/i,,x, + + . . . + h,,x, = v, 

supposto : 

( 7 1 ) a ,.r c ,., + + • ■ - + a„.,C K ', = A,,. 

Dalle equazioni (70) si deducono le seguenti : 


„ dii </H f/H 

Hx '’ v 'ÌK+ v -ÌK t + ■"■-ZZ. 

„ </H </H </H 

4 v 'dh t , v ' dh M v, dh t . 


„ dW z/II dii 

11 X, = V. -X— + V. — + . . . + V. 


' ‘ <*K, 


• dh. 


nelle quali H rappresenta il determinante : 


K, 

K, 

• K. 

K, 

K 

•Am 

K 

K, • 

•Am 


c se in queste ultime si pongono in luogo di v x v, i valori dati dalle (69) 

si ottengono le : 

H*. = • • ■ + 

Hx, = + k tt u t + . . . + k t „u„ 


essendo : 


Hx. = k lt u t + k, A u t + + A,. u„ 


, d\[ rfH 

k'r,i = Ci, 1 ~Jj — + C,',t — — + 


dhr, I 


dh 


. + Ci, 


r,i 


d II 

' dhr,. 


Ora si osservi che per la (71) si ita : 
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quindi : 
e sostituendo : 

(/ 2 ) 


_ (Ih,,, 
Ci '~da~ 

_//H 

* r »‘- J— 


li a i 


t,r 


dìi dìi 

1 I.T, = U —— + U, -r— + 

( K, 

„ dii //II 

Hx, = u t — + u, u, 

<K> <K, 


da 

da., 

dìi 

da.. 


„ //II //H 

IlX, = U - + 11 , -, — 

da,, ila„ 


+ «. 


rfH 

dei 


11 determinante II è un determinante minore principale dell’ (n-s) esimo ordine 
tlel determinante R (equazione u8) } quindi rappresentandolo dietro le convenzioni 
del §. 7. 0 col simbolo (' ,- ')R Uj ,j si avrà analogamente alla (61) : 

H = = 2, <"-^P Uf <' , - ,) Q« 1 r 

Quindi le equazioni (73) assumeranno la forma : 


rf<«-OP,. . //(«-OR. . 

r 2, u, 2, MQ U)I — ^ 2, C'*-OQ IJ>r 

da,, da... 


(;3) x, 2, <«-op Ul rC' ,-, )Q u>r ■ u, 2, <'-OQ, (>r 


//<"-*>P„, r _ , . 

— -+... + //„ 2, C'-OQ,. 

da. . 


dto-Wus 

da.. 


x, 2, <«-OI> Uir C»-.)Q u>r = K| 2, (»->Q 0ir 


dO'-Wus 

da.. 




2 /"-)Q, v . 


c/fr-oiy 

da.,, 


Osserviamo che il determinante («-/iP^,. contiene solamente un numero s* de- 
gli elementi costituenti il determinante P , e che i primi indici di quegli elementi 
non ponno essere fra quelli della combinazione u. Indicando con : 


a r ,1 

a, ,i 

• a r , 

>* 

•t 

a r .i 

(Ir . 

• ■ a r , 1 



B 

Ur , ,* 

a v • • 

» 
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il determinante ('‘- J )P u r f le equazioni (7 3 ) si trasformano nelle : 


xl, <"-»Pu/'-' Q U ,r 

= V'-* : Q«y j«r 

<K n -^P«V 

d^-> P„, r ) 

dar,, 

. t u r . 

1 <Wr , i 1 

(74) X,I (' , - ,J P U r ( '‘ _j; Qu 1 r 

« 2,^Q«v|«r, 

d(.-^Pu,r 

dilr^ 

IV) 

• • + «r —7 

* <Wr,i 1 

X.^MPurW^. 

= 2/"-' ) Q« I r jur 

d«‘-') P„, r ] 

+ «r . 

• ‘V 1 


essendo r t , r t . . r, numeri differenti fra loro ed appartenenti alia serie 1 , 2, 3 . . n 
Se ora da s fra le equazioni (68) si ricavano i valori di a 1 , , 1, x, ; 
per esempio da quelle nelle quali le u t , . «„ hanno gli indici r, , r, . . . r, 

si hanno le : 

(X | )('*-'^P Ujr =I/, i : L + • • + «, 


( 7 5 ) 


da,- ,1 


z/C"-*>P, 


(X t )<"-'>P u ,r = «r i —i — + ■ . ■ + U r 

da r ,1 ' 


da,,, 

t 

d^P u ,r 

da r 


(x.)C'*-OP, (|r = «, i 


,/C"-Op. 


u,r 


da r ,$ 

i* 


+ . . . + K r 


f /(«-OP ( 




dùr ,» 


essendo poste le x , , x t . fra parentesi perchè dedotte da un sistema sovrab- 
bondante. Dal confronto delle equazioni (74) (70) si ha quindi : 


K^Pu,r^QuAx t ) _ _ 2,c-')P tt , r <«-)g Ui( (x.) 

x ' l,<-’-')P Ul r(‘~)Q u>r 1 X * m S. r 0-*ìP u ,r< n -'X} U r ” ' *' = 2, u.r^Quf 

e se i coefficienti delle x, , * f ... nelle equazioni (68) fossero rispettivamente iden- 
tici a quelli delle u t nelle (69) si avrebbero le : 

2,(< n -‘>IV)‘(*J ^((«-)P u , r )*(x 1 ) Z,( 0 ‘-'*\ry(x,) 

M (,W)I V)' ’ ,r ‘~ x '~ w~>p u , r y 


X. = 


x. 


%. 8.° Dei determinanti probi» e dei determinanti 

simmetrici. 


Un determinante P gli elementi del quale soddisfano alla equazione : 

+ a „ ■ 0 

*• 

chiamasi determinante gobbo. E se quegli elementi oltre a questa condizione sod- 
disfano anche alia : 

«r,r = o 

il determinante gobbo si dice essere simmetrico. 

La considerazione dei determinanti gobbi simmetrici si fa precedere a quella 
dei determinanti puramente gobbi giacché questi si ponno esprimere col mezzo dei 
primi. Per dimostrare questa proprietà osserviamo come in generale un determi- 
nante P qualunque si può esprimere col mezzo di determinanti nei quali gli ele- 
menti principali sono nulli. Infatti indicando con P t il determinante nel quale si 
pongano eguali a zero gli clementi principali; e con (O^P,,,), un determinante mi- 
nore principale dell’ m esimo ordine del determinante P nel quale siensi annullati gli 
elementi principali si ha : 


(-6) P = P, + 2, rt,, r (0 >P () ,), + 2,2, a r , <i v («P„ i\ + . . . + n„. 


Esempio. 


*% 0, 7, 
*. 0. "A 
«, 0 , V » 


ss 


0 0. 7, 
*. 0 7 . 
«. 0 . 0 


+ 


0 7. 

0 . 0 


° 7. 


+ 7 » 


\o fi, 


+ x 3 


,P,7, 


Ora se il determinante P è gobbo evidentemente i determinanti minori principali (^" ; P,,i), 
sono gobbi simmetrici c quindi ha luogo la proprietà dichiarata. 

I determinanti gobbi simmetrici si distinguono da ogni altra specie di determi- 
nanti per le due seguenti proprietà particolari ad essi. 


ì .* Ogni determinante simmetrico gobbo d’ ordine dispari è eguale a zero. 
Infatti osserviamo clic lo sviluppo del determinante P supposto gobbo simmetrico 
e d’ ordine dispari conterrà i due termini : 
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\ 



0 

«... • 

• «*>-1 a »,>4i • • 

• «... 

*«r.,«n 

«'-!•» 

«<•-!.» ' 

• • «/■-., l-t «"- J»».l • 



a r* i.t 


• «r*t,#.t • 

• ■ «<■♦1^1 


«... 

«-a • 

. ■ (l. , , n. , , . 

. . o 

?■ ■ 

0 

«M ' • 

‘ a t,r - 1 ««.r.l ■ • 

• «... 

± ^n..x 

«»-i.t 


- «»-l.".l ’ 

• «.-... 


«<»i.t 

«».m • 

• «».l>>'-l «».l.'>t ‘ 

• • «/.I*. 


«... 

«-., • • 


. . 0 

Ora se si moltiplicano 

gli elementi di ciascuna 

colonna 


minante per - i , osservando che le colonne medesime sono in numero dispari es- 
sendolo n ed avendo riguardo alla relazione a ry , + a, r = o , quel secondo termine 
potrà scriversi : 


0 

«M • 


«'•.!.« - - 


«».'-i 

«».>-! ’ 

’ «<•->, »-l 

«' ♦!.'-« ’ 



«J.'«l 

• «r. 1,1.1 

«'ll.l.l - 

■ «".<n 

«... 

«... • ‘ 

* 

'♦Il" 

. . O 


c siccome quest 1 ultimo determinante è identico al determinante del primo termine 
ed a ri = a )r <7,, quei due termini si elidono. Quindi in quello sviluppo non ri- 
marranno che termini della forma : 


O 

«... • 

• «*r. t ' 

«.^ 



• ' ° «r.,.,., ■ 



«".ìli ’ 


«r.l^ 

«... 

«... • • 

' «".'Il ’ 

0 
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ina quest’ultimo determinante è simmetrico, gobbo e debordine n - a dispari, quindi 
ogni determinante simmetrico gobbo d’ ordine dispari sarà nullo quando lo sia il 
determinante simmetrico gobbo del terzo ordine. Ora lo sviluppo di questo deter- 
minante essendo : 


a n l, u a i4 + ° 


la proprietà ha luogo in generale. 


a. 1 Un determinante gobbo simmetrico d’ ordine pan è un quadrato. Infatti 
Io sviluppo del determinante P conterrà i termini : 


• 

o 






° «... • 


• «... 

1 


a r.„ 

• • 0 a '-\s*i ■ 


y 


«'-la «»-M ‘ 




rt r*, 4 

a '.u, 

■ a r.ur.x ° ■ • 

' a 'tK" 



«'4M a «*M ' 




«... 



. . O 





. . o 


0 

«.o • 

«*•'-! 

a w*i 

• «*. 


a *-u ‘ 



• «'-h» 

«»*I4 

«»»M ' 



• ««.l* 

«44 

«... 

• a. . . a. r . 

V«l »« r *l 

. . o 


I coefficienti di a‘ r , a lit , ± 3 si ponno ordinatamente rappresentare me- 
diante le : 


c/*P 


d‘ P 


J-P 


da^da,^ da t% ,da,,' da tr da, t 
Ora per la forinola ( 1 4) si hanno le : 


„ d>P dP dP n i^P 
P — MTT-.P 


j/p dP_ dP _ dP_ dP 
da„da r>t da,, da rx ’ * da w da, A da ti , da M ’ da ur da. t da t , < 


d P % . . 

essendo — — = o , perchè determinante gobbo simmetrico d’ordine dispari. Queste 

<uli f i 


8 
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equazioni osservando alla : 

dP dP 

da r< , da „ 


che evidente ha luogo per qualunque determinante simmetrico gobbo d’ordine pari, 
danno la : 

/ </*P y _£L- 

\ da, r da l t / * da t>r da r i da„da, x 

nella quale equazione trovasi appunto espressa la proprietà che il determinante P 
è un quadralo. 

Perciò lo sviluppo del determinante P potrà assumere la forma : 



o più in generale : 


(77) 



nelle quali espressioni pongasi a M « m ■ • • • o. È da notarsi che il determinante 

iP p 

— ; — è un quadrato essendo un determinante simmetrico gobbo dell’ordine n -2 pari. 

(K.r da,. 


Esempio. Supponiamo : 


si avrà : 


ossia : 


P 


o 

«... 

«,4 

a„v 

«... 

o 

««.1 


a,., 

«»» 

0 

«*i 


«s.. 

«*.i 

0 


l 

0 «*i 


0 «,.i 

1 

* 

0 «,o 

tV 

r 

°4.. 0 


«i* o 


«„ » 

1 


P =(a,4«».l-«, ■>«** + «,.*««)*• 


Indicando con li la radice quadrata del determinante P , è importante il di- 
mostrare come questa quantità sia dotata di una proprietà analoga ad una delle 
principali dei determinanti. Derivando l’equazione P = H* rispetto ad a r> , si ha: 


nella quale si c tralasciato il coefficiente a giacche nel primo membro la derivata 
di P rispetto ad a,, rappresenta il determinante dell’ n-i ordine il quale si de- 
duce dal P trascurando la sesima colonna e la resima linea, cioè non considerando 
essere <j r , **-a \ mentre derivando la espressione algebrica H viene naturalmente 

a considerarsi quella eguaglianza. Quadrando 1 * equazione superiore si ha : 


t 


e siccome : 


daj \daj 

<r p 


da,, da 


-f— Y 

M \«W 


cosi : 


r/H 


\da„da,J da r> , 

Questo valore sostituito nella equazione (77) dà : 

-K-ar 


e quindi 




la quale equazione contiene una proprietà della funzione li analoga ad una nota 
dei determinanti. 

Ma la proprietà caratteristica di queste funzioni II consiste nel cambiare, di se- 
gno che esse fanno al permutarsi di due indici. Supponiamo che nella funzione H 
vengano permutati gli indici r, s; siccome in quei termini della funzione medesima 
nei quali trovasi I’ elemento a non vi sono altri elementi affetti da quegli indici; 
denominando II, ciò che diventa la funzione H quando si eseguisca la permutazione 
indicata si avrà : 

% 

c/H c/H, 

da,,, da, t , 


Ora eseguendo quella permutazione sul determinante P esso non cambia di va- 
lore , e si riduce facilmente alla sua primitiva forma, quindi per l’equazione (78) 


(5o 

si avrà : 


c per conseguenza : 


£- h 'S- h '£ 


II, = - Il 


di 


È evidente che se si permuteranno due coppie di indici il segno ed il valore 
II rimarrà inalterato. 


supplicazione. 

Indicando con q x , q t . . . q„ , n variabili indipendenti in funzione delle quali 
sieno date le coordinate dei punti di un sistema in movimento , con T la semi- 
somma delle forze vive , e con p x , p t . ■ p„ ordinatamente le espressioni : 

dT <IT ‘ 

d 9'x ’ < lt L d q« 


è noto come le forinole per la variazione delle costanti arbitrane in causa di forze 
perturbatrici contengano espressioni analoghe all’ una od all 1 altra delle due segucn ti : 


L ‘* - 'U 1 . da ' da ‘ da J 

( \ v ( dai da . dai da -\ 

\ ’ 7 " ' w, dq\ <iq, dpr) 


nelle quali la r deve assumere i valori i, a... 2 n e le a t , a,...a tn sono un 
costanti arbitrarie introdotte dalla integrazione delle forinole del movimento. Il Si- 
gnor Cauchy ha dimostralo (*) che queste espressioni sono’ legale da un gruppi 


(79) 


eie del 

seguente : 



+ + • 

■ + a r.x« C ,.t, = 0 

a r.i C *.1 

+ n,, t r M + . • 

• + a r. t « c , „ “ « 

a r<\ ^,1 

+ a r<t c,t + . . 

+ = i 

^i"i| + t ^v>.» ■*" ■ • 
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avendo posto per brevità: 


Gì 


[<if, <r, ] = f/,» (n, , fi,) = diji 

Le espressioni e,-,, , a;,, verificano evidentemente le equazioni : 

^i,i = 3 O Ci ft E — fj,i (iipt * ** ^i,i 

quindi i due determinanti : 



«... 

«... • • 

• «,..» 


c C 

*»i M 


p = 


«... • • 

• «,,r. 

Q - 

c ,„ • • 




«-., ■ 



C »».« ’ 



saranno determinanti gobbi simmetrici d’ ordine pari. 

Osserviamo che per le (79) ed analoghe fra i determinanti P , Q ha luogo 
la relazione : 

PQ = 1 

e che dalle equazioni (79) medesime si ottiene : 

1 i/Q 

fl '’' = q <; 

ossia ponendo Q*K‘, essendo per I’ equazione (78) : 

rfQ =K — 

de,, de,, 

si otterrà : 

, d K 

• d^, 

mediante la quale si hanno tutti i valori delle (a , , a,) in funzione delle \a, , a,]. 

La equazione (76) in causa delle due proprietà dimostrate pei determinanti 
gobbi simmetrici , assume , supponendo P un determinante gobbo qualunque , una 
delle due forme : 


per » pari P = P, + + . . . + a M a„ . . fi„,„ 

per n dispari P = 2 r a,. r (<’>P I> ,) < +....+ a t l a it . . a„ . 


0 
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Se gli clementi principali saranno tutti eguali all’ unità queste ultime forinole 
diventano : 

P = P„ + + ...+ i 

P= 2,(<'>P*).+ * (®P.- ,;). + • • • .'+* 

c siccome i determinanti gobbi simmetrici d’ordine pari P # »( t ')P;,i) 0 , (<*>P ì,ì\ ecc. 
sono quadrati , il determinante P risulterà , tanto pel caso di n pari come per 
quello di n dispari , eguale ad una somma di quadrati. 

Escmpj . Supponiamo 71 = 4 


e per 7/ = 3 

Si considerino i due 

+ «,/. « J* + «V. + «V, + «Vi + «V, + «Vi 
P = «*,.» + «V» + «V» + 1 

gruppi di equazioni : 

+ «V; + ■ 

“,.,x, + a ,.* x , + 

• • + 



(80) «^, + (1,^,+ . 

• • + «*.*. = «, 


■ • + 

a *,i X , +a :» X t + ■ 

nei quali si suppongano 

• • + «.,n = «„ 


■+a^x m = \>. 


<* r , m 1 > 0 

e moltiplicando le equazioni del primo ordinatamente per le quantità : 

C r,| | Cr.) ■ • ■ 

e sommando i risultati si avrà : 

(81) h, tX x, + h, A x t + . . . + h r ^x K mc rtt u, + c ra u t + - . + c, fl u„ 

essendo : 

(8 a) - c r> , + a,,, c\ t + ... + a.,, c r „ = /i„. 

Indicando con P il determinante gobbo formato cogli elementi a ft , , e posto 
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rfP . 

«, , *• — — si suppongano essere : 

da,, 

( 83 ) P<?,„ = 2a tr , Pc r ,,= av - . Pc rjr =2« rt ,-P . . . Pc ri „ = 2«„ ir 

» 

si avranno evidentemente dalla equazione (82) le : 

1 A,,, = -a r ,. 

e quindi la (81) trasformasi nella : 

ossia osservando al secondo gruppo di equazioni (80) si otterranno le seguenti 


V ,= C ,« U l +C U» U t + • • ■ + C,., «„ 


+ ■ • • + C^K. 


‘'«-c <M u 1 + •■• + co- 
operando sul secondo gruppo di equazioni (80) analogamente a quanto si è 
fatto pel primo si giungerà alle equazioni : 


u, = c, . o, + c, . v, + . . . + c„ , i>„ 

t M I t«t 1 "si " 


«.-c 1 .,<\+c,.,i', + . . . + c„„o„ 


K » *’ C V> V , + C*. U, + . . . + c„.„ t-. 

Dal confronto di questi due ultimi gruppi di equazioni risulta clic i coefficienti c, 

. ■ 1 » «(«+0 . . 

sono legati dalle — equazioni : 


( 84 ) 


c^c^ + c^c,., + . . . + C^C„ %I = O 

c \.r + c\, + . . . + c*„, r = I 


ed essendo i coefficienti medesimi in numero n* , un numero ^ di essi sarà 


arbitrario e si potranno determinare gli altri — in funzione dei primi ; od 


an- 
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che si potranno determinare tutti quegli n' coefficienti in funzione di quan- 

2 

tilà arbitrarie. I valori dei coefficienti c r , forniti dalle (83) soddisfano appunto a 
queste condizioni , mentre per essi saranno evidentemente verificate le equazioni (84) } 
e le quantità a, , delle quali quei coefficienti sono dati in funzione sono in nn- 

«("-*) 
mero . 


Esempio. Sia : 


t v -p 

-VI X 

fi - X i 


= i+X' + p'+x* 


si avranno le nove equazioni : 

ha t = 1 +X*-p*-/ h b t = a(Xu— i/) 

(85) /ia,= 2(Xp+x) hb t = i + u‘-/. , -v t 

h n t = zQ-v-fi) h b } = s(pv+X) 

c le quantità a t , a t . . . legale dalle sci equazioni : 


hc t = a(Xvi-p) 
hc % = a(ux-X) 
he* i + x’-X’-u 1 


a* + b* + c* * i n,n 4 + b t b t + c t c,= o 

a * + b t * + C,* ** i a t a s + b,b, + C t c t = o 

a' + b' + c'=i <l , a , + ^,^ ì + c , c , = 0 

potranno rappresentare i nove coseni degli angoli che due terne di assi ortogonali 
comprendono fra loro. In questo caso le quantità arbitrarie X , p , v ponno assu- 
mere una rappresentazione geometrica come ha dimostrato il Sig. Rodriguez (*). 

Conviene osservare che nel caso in cui due assi di una delle due terne non 
comprendessero fra loro un angolo retto , cioè fosse : 

a t M,+b t b,+c t c, = v 

si potranno determinare i valori dei nove coseni in funzione delle tre quantità X, u. » 
e di w •, giacché per sci fra questi coseni p. e. per a t , b t , a t , b l , c, si po- 

(*) Journal de Liocnillc. T.” V. Le formolo trovate dal Sig. ttodriguri non diir. rijcono però clic nella 

forma da quelle date dall' Eulero c dal Lexctl nel Tomo XX dei Novi Commentar» Acadrmiac Petropo- 
litanac. >775. 
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tranno ritenere i valori superiori 5 ed i valori dei Ire coseni a t , b t , t\ verranno 
dati in funzione delle X, /j., v, « col mezzo delle note equazioni : 

( « -«*) = V, " K c . > (»-«*) “ c t a > ~ a , c t> c , ( 1 -**) - «A - 

e della : 

a' + b* + c * ■ 1 . 

Applicazioni. 1 


Teorema. Il determinante : 



C U» ’ 

• • 






• • c t.n 

» 


% 

c ... 


. c. -1 


- 



h. eguale a zero quando « sia dispari , ed è eguale a 2" —■ per n pari. 
Infatti sostituendo nel determinante H per c t l c tt . . . i valori ( 83 ) si ha : 




a -P a 

1*1 * Ivi * 

• • • 

Il = 

2" 

p- 

oc oc — P . 

«al M X * 

. X 

• • «M 



oc oc 

1." tv" • • 



e moltiplicando quest’ ultimo determinante pel determinante P si ottiene facilmente : 



0 

^I,« ‘ 




0 a, a . . 

• 


«... 

®«ii a ».i ■ 

. . 0 


Ora se ri è dispari il determinante del secondo membro essendo gobbo sim- 
metrico d’ ordine dispari sarà eguale a zero c quindi H = o , c se « è pari si 
P 

avrà H = 2" p 1 . 

Nel caso di n = 3 questo teorema comprende la dimostrazione di una proprietà 
enunciata dall’Eulcro la quale ha luogo nel movimento di un corpo rigido (*). Que- 


(*) Theoria mutus eorponim rigidorum. 1740. Questa proprietà venne dimostrata dal Piota eoi mezzo 

delle formolo di Mongc in una memoria pubblicata negli Alti della Società Italiana delle Scienze. iS 3 y. 


9 


Digitized by Google 


66 

sta proprietà consiste nel potersi sempre assegnare una retta passante per un punto 
arbitrario del corpo (centro) , e moventesi con esso , la direzione della quale sia 
alla fine di un tempo finito qualunque parallela a quella clic essa già ebbe al 
principio del tempo. Indicando con x,y ,z le coordinate di un punto del corpo 
rispetto a tre assi fissi nel medesimo , i coseni degli angoli che la retta passante 
per quel punto , c per il centro fanno al principio del tempo con tre assi fissi 
nello spazio sono : 

x r z 

\Z(x'+y'+z') y/{x *+jr‘+z t ) ^(x'+y+z") 

ed i coseni degli angoli clic la medesima retta farà alla fine di un tempo finito 
qualsivoglia con questi assi fissi saranno : 

a,x + bj + c t z <t ,x*b t r + cy, ayr h bj + rz 
^(x'+jr'-tz’) \/(a*-y*4s“) ^(x" +y' + z") 


essendo a , i nove coseni degli angoli ecc. Quindi pel parallelismo delle due 

direzioni di quella retta dovrebbero verificarsi le : 


ossia dovrebbe essere : 


x = a t x + 1\) ~ c t z 
y = a t x + bj- + c t z 
fa/v + b t y + C£ 



b , c , 
b,~ i 


O 


il che appunto ha luogo pel teorema dimostralo. 

Stimiamo non inopportuno 1’ aggiungere come si possano direttamente trovare 
i valori geometrici delle indeterminate X, p, v di cui si è detto più sopra. A ciò 
osserviamo che per le equazioni (85) si hanno le : 


/.a l i 4 ve, = X 
hi t + ab t +vc t =(t. 

ui i e yj) t + w — v 


quindi poi renio porre : 


(ì 7 


1 = licosa , ix = Acos/3 , v = kcosy 

essendo k una indeterminata , ed a , /3 , y gli angoli che la retta , la quale nelle 
due posizioni del corpo ha direzioni parallele , fa coi tre assi fissi nel corpo. Se 
indichiamo con 9 P angolo diedro compreso dal piano che passa per la direzione 
di quésta retta e da uno degli assi fissi nel corpo supposto il corpo nella prima 
posizione , e dal piano determinato dalle medesime rette quando il corpo è nella 
seconda posizione*, il quale angolo non varia qualunque sia l'asse che si consideri, 
si avranno per una nota formola le : 


dalle quali : 
c per le (85) : 


<i t ~ sen* a cos$ + cos* a 
b % - sen* /3 ros5 + cos*/3 
c x = sen* y cos 9 + cos* y 
+ + i + n cos 9 

)* + ;/+ >**= tang* 0 


In questo modo viene a determinarsi la k c si ottengono le : 

X = tang -0 . cosa , fx = tang -;0. cos /3 , v = tang ~9. cos y 

Osserviamo che il teorema meccanico dell’ Eulero corrisponde al geometrico se- 
guente: date due terne di assi ortogonali aventi origine comune si può determinare 
una retta passante per 1* origine intorno alla quale si può far ruotare una delle 
due terne in modo che gli assi della medesima vengano a coincidere cogli assi del- 
P altra. È evidente che in questo caso l’angolo 9 è la misura di questa rotazione. 

a." Supponendo che a xì b xì C x \ <z t , b t , c,$ a x , b t , c t ^ rappresentino i coseni de- 
gli angoli che tre assi ortogonali fissi in un corpo rigido in movimento compren- 
dono con tre assi fissi nello spazio , indicando con p , q , r le componenti della 
velocità angolare del corpo rispetto ai tre assi mobili si hanno come ò noto le : 

p = a t aj + bj)' + c t c' 
q = a t a;+b,b;+c x c; 
r~a t n; + b t b; + c t r,‘ 
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nelle quali sostituendo per a, , a, ... i valori ( 85 ) si ottengono le seguenti : 


hp = 2 (p'v -pv X) hq = 1 (x'X - xX'- p) hr* 2 (X'u - Xu’ - x) 


dalle quali : 

X=| (rp-qv-p-Xm) 

(86) 

p°i(pv-rX-q-pm) 

posto per brevità : 

v = ì [ql -pp -r- vm) 


Xp + pq + vr-m 


Queste ultime equazioni ordinatamente moltiplicate per X, p. , x e sommate danno 


facilmente la : 

lì + III II = 0 


e moltiplicate per p , q , r e sommale la : 

w ! + ni = - a (X'^> + u <jr + x'r) 

essendo <o la velocità angolare del corpo. 

Quando il corpo ruota intorno ad un punto fisso , e si suppongono i tre assi 
mobili col medesimo essere assi principali del corpo , indicando con A , B , C i 


momenti principali d' 

inerzia , e con T la semisomma delle forze vive si ha : 

e posto : 

T= {(A/Z + Br/' + Cr*) 

si hanno le : 

<IT </T r/T 

U* -pr. , o *■ , IV = -7-; 

a a "H- «x 


- — h u * Ap + B qv - Cip 


(87) 

- — h v = - A pv + B q + CrX 

dalle quali : 

- — A tv<= A pp - B/jrX + Cr 


a \p -w - n >p- u-l? aBc/KtvX- uv-v-p? 


a Cr « u p - v X - tv - x a 


<h 

essendo •?= iu + pv + v tv. Ora indicando con U la funzione delle forze si hanno 
come è noto le : 


» =- 


d( T-U) 
di ’ 


«/»- 


</ (T-U) 

r/u ’ 


tv 


</(T-U) 

dv 


quindi si avranno le : 


, , , , dU 

u = f (p <7 + um + rv - q tv) + 

• . / t </U 

v = ^ lq<j + vm+pw-ru) + — 

«u 


. . , , <iv 

tv = y \rv + wm + qu-pv) + -j- 


Queste equazioni insieme alle (86) sono le equazioni alle derivate pel movimento 
di un corpo attorno ad un punto fisso sotto la forma assegnata dall’ Hamilton. 

Notiamo che se il corpo è sollecitato da sole forze istantanee, indicando con £ , >j , £ 
gli angoli che l’asse della coppia acceleratrice , 1’ asse della coppia d’ impulsione e 
1’ asse istantaneo di rotazione fanno colla retta di cui si è detto alla fine dell’Ap- 
plicazione i." (la quale retta venne dal Sig. Cayley denominata asse risultante) $ 
e con g , l, u i momenti della coppia acceleratrice e della coppia di impulsione, e 
la velocità angolare del corpo , ponendo : 

Api + Bijif* + C rv = , Api + 13r/‘u + C rv = y 

si hanno le : 


y=gtang-j0.cos£ , </> = / tang j 0 . cos >? , m=w tang ~ G .cosj 

c siccome moltiplicando le (87) ordinatamente per i ; n,v e sommando i risultati 
si ha : 


si avrà anche : 


hv + 2 ^ = 0 


7 + /scn 5. costi = o 


L‘ utilità di queste formule nella trattazione del problema del movimento di un 
corpo sollecitato da forze istantanee attorno ad un punto fisso, si rende manifesta 
dai risultali ottenuti dal Sig. Cayley su questo argomento ( # ). 


O The Cambridge and Dublin Mathematica) Journal. Voi. i. 184G. 


Un determinante P gli elementi cnnjugati del quale soddisfino alla rondinone : 


<*r., = «,.r 

si chiama determinante simmetrico. 

Quindi una potenza d’ ordine pari di un determinante qualunque è un deter- 
minante simmetrico. E siccome in un determinante simmetrico P gli clementi situati 
nella rcsima colonna eguagliano quelli costituenti la resima linea , si avrà : 

dP dP 

da,, da,. 


cioè il determinante ad clementi reciproci di un determinante simmetrico è pure sim- 
metrico. Ne segue che i valori di x x , x t . . . ricavati dal sistema di equazioni al- 
gebriche lineari (iG. §. 4-°) ne ^ caso c hc assumeranno la forma: 


Pjt * a — — + ~ it + . 

u„ 

' 1 da, x 

' da tt 


dP 

dP 


Po: . = + u . 

. + j u. 

da.. 

" da. . 



</P 

da,, 

dP 

da 


+ «. 


d P 

d“„,„ 


rappresentando — — la derivala rispetto ad a , , dello sviluppo del determinante 
da,, 

simmetrico P. 

Dalla formolo (i4) pel caso di P determinante simmetrico si ha : 


iP P _ r/P dP_ 

da,, da, , da,, da,. 



c supponendo 



si ha : 


p 

da,, da,. 



cioè i due determinanti simmetrici P e 


_jPP _ 

da,, da,. 


saranno di segno contrario. 
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Appartengono alla specie dei determinanti simmetrici anche i determinanti della 
forma : 




a, . 

• • 

H„.,= 

«» 

“> • 

* ***♦! 



• 



per i quali ha luogo la proprietà espressa dall’ equazione : 

« « 


da„. t 


= H 




La proprietà caratteristica di questi determinanti è però devoluta alla teorica 
degli invarianti. 

Applicazione ■ Indicando con s r la somma delle potenze erresime delle radici 
della equazione : 

V(j c) = a n + a„_ t x + .... + a,a:"' , + a^ = o 
sussistono come è nolo le relazioni : 


+ •••• + + s„ = o 

».s, + a„_,s, + .... + = o 


dalle quali c dalla V (x) = o eliminando i coefficienti a t , a, . . . a n si ha • 

▼(*)- 

Osserviamo che se agli elementi della seconda colonna di questo determinante 
si aggiungono ordinatamente quelli della prima moltiplicati per -x , agli clementi 
della terza colonna quelli della seconda moltiplicati per -x, e così di seguito, il 
valore del determinante non si altera , quindi si ha : 



Sf 

• • S„ 


s t . . 


• * 




Sn • • 

• • V. 

i 

X . . 

• • 
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= o 



*»--*•* 

s t -s t x . . 

• • s.-s^x 


s t -s t x 

*»-*& • • 

• • s mt ,-s.x 


s K -s^x 

• • 



Rappresentiamo questo determinante con : 


«M 

«... • • 

• «... 


«... 

• «„. 

«... 

««,. • 

■ • «... 


ed indichiamo con V r il determinante : 


«M 

«... • 

• «... 

"... 

«M 

• «... 

«... 

«. .. • 

■ «... 


Ciò posto passiamo a dimostrare il seguente : 
Teorema. I termini costituenti la serie : 


V V V V Vi 

godono della proprietà caratteristica dei residui di Slurm , cioè se un valore di x 
annulla la funzione V, le funzioni V , V r | sono per quel medesimo valore di x 
di segno contrario. 


Infatti osserviamo che essendo 

v = dY 


da. 


<r\ 

V . * — 




si otterrà per 1’ equazione (i4) : 

v v ^ V 

- <lo„ • ~ \da,,J ■ 

Quindi se un valore di x rende V, =■ o , si avrà pel medesimo valore : 

r " WJ 

vale a dire V, 4l e V r _, di segno contrario. 


~3 


$. !>.“ Dei determinanti delle radici delle equazioni algebriche 
e dei determinanti degli integrali particolari delle equazioni 

a derivate lineari. 

I 

Rappresemi : 

ar' + A.^x"' 1 + ....+ A,x + A 0 =o 

una equazione algebrica dell' ennesimo grado , e siano oc, , » tì . . . «„ le radici della 
medesima. Saranno soddisfatte identicamente le equazioni : 

+ A„_,a,’-' + ....+ A ( « t + A 0 = o 
+ A,.,*,’*' + .... + A t a, + A,= o 




Moltiplicate queste equazioni ordinatamente per le indeterminate e 

sommati i risultati si pongano : 


( 88 ) 


<I , a i + a , a . + • • • + «„«„ = <> 


n t a.- + rt,a/ + ... + «„«/ = ; 




si avrh evidentemente 


A r = - — (<*,«" + + • • • + a,*,") 


Ora supposto : 


A s ± 


i ... i 


_ » „ » „ • 
cr se a 

1 * * * * " 


« » ■-* . . .a •-* 

*» . • • -s, 


I o 


dalle equazioni (88) si ricavano le : 


z d A 


z d A 


a ' A da' 5 "• A t/sc/ ' ' 


z il A 

"a 77; 


c quindi sostituendo : 


i / il A r/ A 

a. — + + ' 


. di \ * 

• • + ** -7 — I « ± 2 a a . . . a 

,h;J ' * - 


rappresentando col simbolo 2 la somma dei prodotti delle combinazioni ad n -r 
ad n-r delle radici 

Se supponiamo r=n - 1 ed indichiamo con F(ar) la espressione: 

(x-x t ) (x-x a ) . . . (*-*„) 
le equazioni (88) sono soddisfatte ponendo : 


e quindi : 


* F '(«,)’ * F 'W* 


.. a = 


FW 


i ! <7 A i i <■/ A 

F'(*J = A r/v" 1 » Ffo) = A 5o/-' » • 


i i ?/A 

FRJ = A AT 


Osserviamo che 


avremo : 


Analogamente ponendo : 



1 I 

. . i 

il A 

OC oc 

1 1 

• • 


a* «* 

* j 

• •• *: 


a a 

a J 

■ «r 

determinante con 

A i e con 


■ • 


■ i 

dà, 

F.'W a , 

d 


3 _ a 3- = A ^=A = 
d*r * ’ d *r 1 ’ ‘ < u «, "" 


cd ; 

F,(x) - (x-a,) . . . (x-*„) , F,(x) - (x-* 4 ) . . . (x-a„) . . . F„.,(x) = (x-a.J (x-a.) 
avremo : 

i i d A, i i d A, i i 

w = ^ ’ w = \ d^r ‘ ' ' = à_“ 

le quali equazioni moltiplicate membro per membro fra loro danno la : 

A = F(a 1 )F 1 '(a i )F.(« | )...FU« ll J 

ossia : 

A («.“«,) • • • (*.-*») («.-*») • ■ • (*.-«.) («,-« 4 ) • • • 

importante relazione dovuta a Vandermonde. 

A questo risultalo si può anche giungere facendo uso di sole proprietà dei de- 
terminanti. Infatti eseguendo sul determinante A la trasformazione indicata all’ Ap- 
plicazione 3.’ del §. 5.® si ha : 


a 

a -x. . . . 




« 2 


* 





a. -a 

a -a ... 

• « - 

a_ 

1 « 

* 2 






A-t 

a —a 

a -a. 

. a 

—a. 

1 < 

t 2 

/»- 

* 


ossia dividendo la prima colonna per «,-a, ^ la seconda per ecc. si ha : 



1 




A=(«r*. )(*,-*,) • • 

a -fa 
1 ^ • 


• • • 



» » ■ r ’ * 

. + a . 

* • 

a'"’ + «"' 3 « + . 

/* 1 ^ /!• I " 



cd eseguendo di nuovo sopra quest’ ultimo determinante la trasformazione suddetta, 
e quindi dividendo la prima colonna per , la seconda per a t - a. ecc. si ottiene: 




e ripetendo questa operazione («- 1 ) volte si giungerà al valore di A trovalo sopra. 


1 

a , + *, + «, 

+«.« -*+•••)+• 
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Da esso deducesi facilmente che I valori di x t , x t . . . x„ ricavabili dalle equazioni: 


76 


X x + x, + ....+ = l 


« t X t + a,*. 


+ . . . . + a. x„ = k 


(89) 


t>, + «,\r t + . . 

• • + Or» - 

■r'x l +«r'x,+ . 

• • 

j forma : 


1 

% 

• • • («„-*) 

(«, -a,) («,-«,) 

• • ■ (*„-*,) 

(«,-*) («,-*) • 

• • • <«„-*) 


• • • («.-*,) 

(«,-A) («,-*) . 

• • («..-*) 


• • (*-,-«.) 


Si indichi con s, la somma delle potenze resime delle radici dell" equazione 
proposta , facendo il quadrato del determinante A si ottiene : 


A* = II = 




c siccome per 1’ equazione (6a) si ha : 

(',-m> H, , = (<«-« )A^ t )* + (("• m >A, J* + 


• + («"— >A 


osservando essere : 



r 

1 . . . 

. . . 1 


i’o 

s, . . 




. 

. - <x m 

(ri-m)YY — 

St 

«S’a . . 

i# 7 l 


* m- 

l 

a w * 1 
* 

. . «"*•' 
nt 


Sm-i 

Spi • • 



- Jif- — • — Sigit'zgd^y 


avremo la : 
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S, . 

• Sm— 1 



s, 


• Sm 

** 2 { («,-«.) • 

(«,“*») (*,-*») • • • (*m-i -a».)}’ 

i S m . 

■ ■ Svn— a 

1 

. 


Applicazioni, i .* 

Un determinante nel quale gli clementi costituenti una linea di una colonna 
sono integrali definiti estesi fra gli stessi limiti si può ridurre ad un integrale mul- 
tiplo. In alcuni casi questa trasformazione o la reciproca , quando si possa ese- 
guire , ponno essere utili nella ricerca del valore di quel determinante, o di qucl- 
1’ integrale multiplo. Per mostrare come possa effettuarsi questa trasformazione con- 
sideriamo il determinante : 



ed osserviamo che ogni termine dello sviluppo del medesimo sarebbe un integrale 
definito multiplo dell’ ennesimo ordine , per conseguenza quel determinante si potrà 
porre sotto la forma : 




- X 

c • 

-X 

C " 

?/*.) 

?.(*.) 

*.(•*»> 

-x 

C 9 X, 

-X 

e • x t 

e~ X ’X„ 

?,(•*,) 


?.(*.) 

e X 'x"~' 

e*’ a :,"* 1 

c” X " 

?,{*,) 

?.(*.) 

?.(*.) 
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ossia il determinante stesso sarà eguale all* integrale multiplo : 


essendo : 



A = ( X C X %) ( x r x ù • • • (•*.-*.) ( x r x >) • • • • ( x ..,- x .) 


Mediante una di queste trasformazioni ed un teorema sugli integrali particolari 
delle equazioni alle derivate lineari dovuto al Sig. Liouville, (il qual teorema verrà 
dimostrato in seguito ) , il sig. Tissot (*) giunse recentemente a generalizzare al- 
cuni risultati di Abel e di W. Robcrts (**). I determinanti di integrali definiti 
erano però già stali considerati dal Sig. Calaian (***). 

3." La funzione omogenea di grado dispari a due variabili : 




si dirà ridotta alla forma canonica allorquando venga trasformata nella : 

+ (Pt* + mT * +••••+ (/>.♦.* + 

Le a(n+i) incognite p tì p t ... p m „\ q , , q tì ... q. tì verranno determinate col 
mezzo delle a(«+i) equazioni le quali si ottengono dalfeguagliare i coefficienti delle 
medesime potenze della x nelle due espressioni. Posto q,=pp , , ... q. ti 

e p^“''-c r , quelle a(«+i) equazioni saranno : 


C. + C.+ . . . 

• + 

C i*, + C .*, + • ■ ■ 

- + C. tl 

+ c \*.' + • • • 

• + «, 

c i*x + l * a t +• 

a#i+i 


<’) Jutirnal <lc Liouville. Amico i85a. 

(**) Abel. Oeuvre» complete». pag. J)3. Tome I — Journal «le Liouville. 1 85 < , i85a. 

(*•*) Memoiret courounci par l’AcaiIcmic ile Bruxrlte». 1841 . 
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Dalle prime n+i fra queste equazioni ricavando i valori di c t , c t ... c„ tt si ot- 
terranno m+i equazioni analoghe alla : 


(90) 
essendo : 


dà dà 

u: 


dà 


<V=«, -j-i + + ■■■■ + «„. , -7— 

d a‘ d oc r d oc. 


1 1 .... 1 


«* «" . . oc" 


e sostituiti questi valori nell’ (;j+a)esima equazione si otterrà : 
ci — a ~ x 4- ci i a a . . ± a et oc .oc co 

1 ^ I t * * ' II» - "♦! 


rammentando che : 


dà ... dà 


+ «. 


+ ....+ oc. 


dà 


- ~ n+ ' » ± A 2x.se. ... a. 


' c/or/ * d oc/ ,,+l c/oc' 


1 * ’ »->♦! 


Analogamente eliminando c.ot, , cr 4 oc t • • • dalla 3* ... (»+3) esima di 

quelle equazioni si avrà : 

rt»*» - 2 *1 + <*•„ 2«,* t ± CI, oc, oc, .:.oc„ 4l = o 

Continuando ad operare in questo modo , si otterranno evidentemente le n+i 
equazioni seguenti : 

±a , m *»= 0 


(9 1 ) ~ m x + «..1 m n * a t m *« - 0 


* - o 

nelle quali : 

ìli *c X oc . ni = 2 a oc 772 sa tf a 

' t l > ' *» li* * * * i» * * ‘**♦1 

Osserviamo che le «, , oc, . . . a„ tl saranno le radiò della equazione : 
x’’"-x n m l + x*''/n, .... ±m„ M = 0 


8 o • 

ossia le radici della : 


x"” 

x" . 

. . . X 

1 


«.*, • 

. . . a t 




’ • a »»t 

**"♦1 


la quale si oiliene eliminando le m, , m t . da quest 1 ultima e dalle (91). 

Mediante la risoluzione di questa equazione si avranno i valori di , 

quindi per mezzo delle (90) quelli di C xi C t . . dai quali si deducono i valori 

richiesti di p tì p x . .. p „^ , q xì q t ... q„ tl . Notiamo che la equazione (92) mediante 
una trasformazione della quale si c già fatto uso si può ridurre alla : 


a i x ~ a t 





a t x-a, 


. - 


= 0 


"♦t 





Consideriamo la equazione alle derivate lineari dell’ ennesimo ordine : 
j'M + A,.,^"- 1 ) + . . . + A, / + A,/ = 0 

nella quale A,.,, A „^ . . ■ A # , sieno funzioni della variabile rispetto alla quale sono 
prese le derivate. Sieno y xì y t . . .y„ n integrali particolari di quell’equazione*, e 
ponendo : 


a ,r, + “,r. + • 

a JÌ + + 


• + = o 

+ n.Jn = o 


rt ,r. ( 0 +rt .r. w + + «./.«== 


0 + ajrft *- 1 > + . . . + a n j\ C'»-O = o 

si avrà : 

K « - 7 («j', ( '°+«,r. (n) + • • ■ + 

ossia ricavando dalle equazioni superiori i valori di a, , n t . . .a„ e sostituendoli in 
quest 1 ultima si ottiene : 


essendo : 


d A 

;■(«) 

d A 

‘ 


! r, 

J. • 


1 i: 


• • • 

1 

r c,,, 



Si osservi che derivando quest’ ultima equazione si ha : 


Si 


d\ d A d A 

(93) i *■■■* j jrpro 


quindi sarà : 
dalla quale : 


A. 


A' 


*•« A 

A-C <f /A - rfx 


formola dovuta al Sig. Liouville. 

Mcdiante la equazione (98) si ottengono facilmente le seguenti : 



nell’ ultima delle quali la r può assumere i valori 3 , 4 Ne deriva che sup 
ponendo ^ = 0 si hanno n-i equazioni dalle quali si ricavano le proporzioni : 


/ d A \ / rfA V / rfA V </A • </A rfA 

vW’ 0 / vO‘. ( '" 0 / . ” 4r, ( "‘ 0 <///“•’> ) 

1 1 


t 
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r quindi 


d A dà 


r/A 


r/y,t"0 (/;,("") 

essendo a, , « ( . . . a„ costanti. Questi valori sostituiti nell’ equazione identica : 
d A </A r/ A 



r - - — + v + . 

dy , f f> ' 1 dy 

. . -4- V -r = o 

7 " «&•/-> 


danno la : 

«j', + *.r. + • • • 

+ *„r„ = o 


Per T equazione (g3) si hanno anche le seguenti : 


( V- 

e/ A t/A' / d A > 

v' d A </A‘ 

/i/aV |/A' 
vQ‘, / dy r 


dy //•■*) ' i/y ,<«■•*>’ « 

/ d d 


Derivando la penultima una volta, la lerz’ ultima due volle, e cosi di seguito 
si giunge alla : 


/ ( /A (dà’ ( d A’ V (d A’V’ /rfA'\(0\ 

v(rW ~ ( 1 (<*7r w'j + w") *W ì 


Applicazioni. ì .* 
L 1 equazione : 


A = Ct-/W'' 


può scriversi sotto la forma : 
r /A 

dpi 1 '') + 7 " £/;•„ 

B, 


y (n i) — + y (»«-•>) . . +... + ■(• ^ - Cc'^ V' 


ossia ponendo : 


r/A r/A 




si avrà : 


i/A 


' (<) 4 ) J .'"’ 0 + + • • • + * Cc - / '-* J ' : rf — 


Osserviamo clic per le relazioni stabilite fra i coefficienti di una equazione alle 
derivate lineari, e gli integrali particolari della medesima: le espressioni . .y 
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sono integrali particolari dell' equazione : 


° + . . . + B jr' m + B,;„ = o 


e quindi per una nota proprietà delle equazioni alle derivate lineari , l’ integrale 
completo dell’ equazione (9 f) sarà : 


essendo : 


X C f ~ .--P~ e~ fX "J x dx , A, 
r J A,* dy}- n i > ’ * 


Jj.yn .) 


Quindi conosciuti n-i integrali particolari di una equazione alle derivate lineari 
dell’ ennesimo ordine , si potrà determinare 1 ’ ennesimo in funzione di essi. Questo 
importante teorema è dovuto al Sig. Malmstcn (*). 

a.* Denominando con x,y y z le coordinate di un punto di una linea a dop- 
pia curvatura, con r, p i raggi di curvatura e di torsione, e ponendo per brevità : 


• IM >*| 

m^x+jr+z 


•I n il 

x jr z 
x" y z 9 

IV mVt 


si Ita 


* ,v y 


r 1 f , dA , d A , dA à 

p m ’ ^ dx' y + ^ dy ,v + Z dz‘ r ) 


supposto che le derivate sieno prese rispetto all’ arco. Per determinare la linea per 

p 

la quale il rapporto — è costante , si derivi quest’ ultima equazione c si avrà : 

. k . ( . dA . dA , dA \ ( , dA , dA , dA \ 

(9J ) „^:_ +r _ +i — 

Ma dalle equazioni : 

x x" + y y" + z'z" *= o 

» m 1 tir » ni % 

xx + y y + z z = - m 
x‘x' r +y'y ,x + zz ,r = - 3 mm 
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r quindi : 

</A d A d A 

‘ dy0‘-') t/j-.t"') ” *' ' “* 

essendo « t , costanti. Questi valori sostituiti nell’ equazione identica : 

il\^ db db 

+ ^ + ' ‘ ‘ + " dj „<'‘ 0 “ ° 

danno la : 

a J\ + «,r. + • • • + - = ° 

Per T equazione (93) si hanno anche le seguenti : 

/ db V _ rfA db' / db V e/ A ,/A' A/A\ (/ A' 

\f// r <'*- 5 )/ dy/fl -*) 1 \dy^ n ' s >) </ vQ',/ dy r 

Derivando la penultima una volta, la terz' ultima due volte, e così di seguito 
si giunge alla : 



Applicazioni. 1 .* 

L’ equazione : 

può scriversi sotto la forma 


A-Ccr/W* 


y ( n '0 — + y (“•’) + . . . + v r- C e~^ A " i' ,r 


ossia ponendo : 


si avrò : 


B,= 


e/A </A 


dyy> JyP"'* 


db 


■ (94) + B.. J' + • • • + Bj-. = Ce-'':? ; (ì y^ 

Osserviamo che per le relazioni stabilite fra i coefficienti di una equazione alle 
derivate lineari, e gli integrali particolari della medesima: le espressioni^,.^,. . y nì 


sono integrali particolari dell' equazione : 
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j o-o + B„., + . . . + B j K + B,; „ = o 


e quindi per una nota proprietà delle equazioni alle derivate lineari , 1’ integrale 
completo dell’ equazione (<){) sarà : 


essendo : 


+J,«, + • • ■ +/-V 


« - C f— 

' ' A .* djr,<»* 


c - 


il.r 


d A 

dj^TT) 


Quindi conosciuti n - 1 integrali particolari di una equazione alle derivate lineari 
dell’ ennesimo ordine , si potrà determinare l’ ennesimo in funzione di essi. Questo 
importante teorema è dovuto al Sig. Malmsten (*). 


2 .‘ Denominando con x y y,z le coordinale di un punto di una linea a dop- 
pia curvatura, con r,p i raggi di curvatura e di torsione, c ponendo per brevità: 

« Ila II 4 »•§ 

in = x +y +z 

si ha : 

r i f , 

p ~ m’ dx " + * dy ,y +Z dz” ) 

supposto che le derivate sieno prese rispetto all’ arco. Per determinare la linea per 
la quale il rapporto — è costante , si derivi quest’ ultima equazione e si avrà : 


il r» 


A = 


x y z 

<» 

y z 

r iv v iv pir 


X IV y r 


d A , dà \ 



Ma dalle equazioni : 

il» i n in 

xx + y y + zz *=o 

* in i ni » » li • 

xx + y y + z z = - ;« 
x x ,y +y y"~ + s z 1T = - 3 min 
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si hanno ic : 



le quali moltiplicate ordinatamente per x\jr\z e sommale danno per la (95): 


e i 


juindi : 


A = o 


ax + by + cz « k 


essendo a,b,c k quantità costanti. La linea richiesta sarà dunque un elice trac- 
ciala sopra un cilindro di cui le generatrici sono parallele ad una retta determinata (*). 

IO/ Dei dcteriniuanti delle funzioni. 


Rappresentino y x , y % . . . y K n funzioni fra loro indipendenti delle variabili x t , 
x, . . . x„ $ formando le derivate prime parziali di quelle funzioni rispetto a ciascuna 

(/v i 

delle variabili si ottengono n* quantità analoghe alla ~~ = / r '(ar ( ). Il determinante: 


l> m j J ’ ^ ^ '" U ^ j = - ) 

r»K) • ■ • r.’OO 


chiamasi determinante funzionale , o determinante delle derivate prime parziali delle 
funzioni y t , y t . . ,y H rispetto alle variabili x x , x t . . . x n . 

L’ ordine del determinante funzionale è eguale al numero delle funzioni , e non 
è minore che allorquando alcune funzioni sieno eguali ad alcune variabili. Per esem- 
pio se fossero : 

r tz x , Y = X . . . . Y ~X 

il determinante si ridurrebbe al : 

2 • • • rM) 

e quimli sarebbe dell’ r esimo ordine. 
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Se dalle equazioni : 

7,(*\ , x, =J, , J.(*. 5 ?X x x i • • ■ *.) «J. 

si ricavano i valori di x t , x t . . . x, e questi valori si sostituiscono nelle equazioni 
medesime , si ottengono mediante la derivazione le seguenti : 

(96) 7 ^ x ù x ìlyr) +;vW<(/r) + • • • • + y r '(x.)x.'(y r ) = 1 

+rr'( Jf .XCr.) + — + =° 

c se nel valore trovato per x r si sostituiscono alle jr t , y M . . . y. i loro valori . si 
avranno le equazioni : 

( 9 ") J ' X,(r,) + r * ^ X ' {T,) + + 7 " {X 'Ì Xr{j,,) = 1 

J’i(x.)x r (y l ) + j‘(x,)x’(y t ) + + (x.) x/( r„) « « 

Quindi indicando con Q il determinante : 

2 (* x ì&ù x *<r t ) ■ ■ ■ ) 

si avrà dalla nota regola per la moltiplicazione dei determinanti : 


PQ = i 

Se nella seconda delle equazioni (96) si pone 5=1,2...» si ottengono » 
equazioni dalle quali si ricava : 

dQ 


(98) 


QjrV.) 


dx.’iTr ) 


ed analogamente dalle (97) ricavasi la : 


( 99 ) 

c quindi : 


P-r/O.) = 

x r \y.)j- r \x.) 


< 1 P 


dj.(x.) 

il P tio 


dj , (x,) dx, (j r ) 


Rappresentando con S il determinante ad elementi reciproci del determinante P, 
osservando che dall'equazione (48) ponendo z = o,r=5edr+c = «+i si ottiene la; 


S = P P' 
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ossia la : 


2 = 2( 
per T equazione (99) si avrà : 

2 ( *Jr'(Xr)frJXrJ ■ ■ ■ XM) = P 1 ( *«/.) *.V«> ' • * J ) 

ed analogamente : 

^(Tx/^jc'^rrJ-^-Cr-i) = Q-( ± r>,)/.'( jr .) • /-K-.» 

Derivando il determinante Q rispetto ad y, si ha : 

— = 2 2 d( ^-~ ^ Xr 
dy, r m dx 4 r(Xm ) dy m dy, 

ossia per 1’ equazione (98) : 

7^ = Q j—jr X"( X r) 

dy. dy„ dy. 


od anche s 
(100) 

e siccome P Q * t si avrà 
Ma : 


dQ G1 rf<(y.) 

dj. ' dx r 


^ + P 2 ,^1 = 0 

dy. dx r 

— ,X — 1 (r ) 
dr. dx, - u J 


quindi sostituendo si ottiene la : 


dPx r '(y.) 

dx r 


la quale per 1’ equazione (99) può scriversi 


(io*) 


da. 


^!i + ^ + .... + rp = o 

dx t dx t da 


• # 


«7 


Notiamo clic essendo : 

p - «,„ /<(•*■.) + «... //(*.) + + /«C*») 

si avrà anche per P equazione superiore : 


d* 


m £- + d + + dct ,*y. 


dx. 


dx, 


dx„ 


Supponiamo clic fra le variabili x, , x,...x„ c le funzioni y x , y t ... y„ sussi- 
stano le equazioni : 


?, ■ o > ?. = 0 > ?» = ° 


Se da queste si ricavano i valori di /, , '•> e si sostituiscono i valori 

ottenuti nelle equazioni medesime , esse verranno soddisfatte , e quindi si avrà : 

d'ir x d? r df r d<? r 

dy, *<*'> * ,77/-W ♦•••♦ ■ - &: 

e quindi per la regola della moltiplicazione si avrà : 


yuppii covone. 

Rappresentino A, , A, ... A, n funzioni delle variabili x, , x t . . . x„ c si consi- 
deri la equazione alle derivate parziali lineari del primo ordine : 


(to3) 


A, /,'(*,) + Aj- r ’(.r,) + . . . + A „;■/(*.) = o 


Sieno y x , y % . . . y rt , y rtl . . ,y m , ;t - 1 soluzioni indipendenti fra loro di questa 
equazione; si otterranno mediante la sostituzione n-i equazioni identiche dalle quali 
si hanno le proporzioni : 


A, : A, : .... : A, = <*.. : 


: et : * se 

r % t ’ » .l ">«• 


Indichiamo con M il valore comune a questi rapporti , sarà evidentemente : 
P-M(A, r ;(.r,) 4* + . . . + Ky,\x,)) 
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c per V equazione (101) si avrà : 


(104) 


(/MA, ^ (/MA, ^ (/MA, 

dx t dx t dx m 


La quantità M per la quale hanno luogo le due proprietà espresse in queste 
due ultime equazioni venne dal Sig. Jacobi (*) denominata il moltiplicatore dell’e- 
quazione a derivale parziali (io 3 ), o del sistema di equazioni a derivate ordinarie : 


(io5) x[ : X x : ... : x,' = A, : A, : ... : A, 


Supponiamo ora che : 


li . = A ,n(.r,) + A.;,'(x,) + + A .r.’fo) 

( i oG) B, - + A, )\(x t ) + + \.jr x (x K ) 


B « = Kf *(*,) + A . r'.( x ») + + A. f.(x m ) 

nelle quali B, , B, . . . B, sieno funzioni di , y x . . .jr„. Derivando queste equazioni 
ordinatamente per y x > ?',• y K » e sommando i risultati, rammentando essere: 


si ha : 


e siccome essendo PQ = i si ha : 


sì avrà anche : 

Ora per le equazioni (10G) si ha qualunque sia M la : 


v df,(x,) 

i d P 

dy r 

' P dx, 

r/P 

y dP) 

(ir, 1 


ha : 


. (/P 

i (/ Q 

P dx. 

Q dx. 

' /Q + + 

\ + , 

dx t 

‘'d.rj 


+ - + *f 


<IK\ 

•IxJ 


(/MQ „ (/MQ T1 (/MQ (/MQ . (/MQ . (/.MQ 

B, — — + B. — , — + . . . + B, — — = A, — — + A, —7 — + . . . + A. — - — 
' dy x • djr, (//„ * dx, * dx, dx„ 


C) Matliem»ti»clic Wcikc. Band. i. 


quindi moltiplicando la penultima equazione per Al e sommandola con quesl’ultimn 
membro per membro si ottiene : 


, , «/MQB f/MQB «/\IQB„ /«/MA d MA ,/MA. 

( ,o :) — — + + • •• + “Q( — + -tz~ + • + -fc- 


< l Tt d Jt 


Osserviamo che essendo : 


d r 


dx t 


) 


rè = + rè( x è) x è + • • • +yè(*.)x.‘ 

dal sistema di equazioni (io 5 ) si deduce 1 ’ equivalente sistema : 
rè 'fé ! • • • *fè - B, : B, : . . : B. 

J, /*., « «... 


Se le : 


sono 11- 2 integrali del sistema (io 5 ) saranno identicamente nulle le B,. B,... B._ t , 
e dall 1 equazione (107) si avrà : 


«/MQB„ , </MQB, 
+ 


d r-, 


MQB. (d MA, tlMA d MA.\ 


Supponiamo che il moltiplicatore M sia determinato in modo da rendere 


(108) 


«/MA. «/MA. 


dx. dx. 


+ . . . + 


d MA. 

dx.. 


si avrà per questo valore di M 


d MQB «/MQB. 

! + o 

d fn., d )\ 


cioè MQ sarà, come è noto , il moltiplicatore opportuno per l 1 integrazione dell’ c- 
quazione : 

B r' — B y = o 

n J n-t n.| J n 

e quindi : 

/MQ(B.r'„., - B„ , /„) = cosi/ 


sarà 1 ’ ultimo integrale delle equazioni ( 1 o 5 ). 


9 ° 

Ne risulla clic conosciuti n - a integrali delle n - 1 equazioni (to 5 ), e conosciuto 
un valore di M che soddisfi la (108), l'ultimo integrale delle equazioni medesime 
dipende da una quadratura. Questa proprietà trovata dal Sig. Jacobi venne dal 
medesimo autore denominata principio deir ultimo moltiplicatore. 

Vediamo ora come possa determinarsi il valore di M nel sistema di equazioni 
corrispondente ai problemi della Dinamica. 

Indicando con T la semisomma delle forze vive, con U la funzione delle for- 
ze , le equazioni della dinamica come è noto si ponno porre sotto la forma : 


dt/r _d(T-TJ) dp r _ r/(T-U) 

dt <lp r ’ di d(] r 

nelle quali facciasi /• = 1 . a . . . n. Ponendo : 

</(T-U) e/.U-T) _ n 

JP, “ ' <t<!r 

quelle equazioni equivalgono alle : 




Quindi la equazione analoga alla (108) per la quale viene determinalo il mol- 
tiplicatore M corrispondente a questo sistema di equazioni sarà la : 


d . NI r/MP, 

dt dq, 


d iVlP. d MQ, 
dq» 


+ 


d\ MQ. 

dp. 


o 


la quale, essendo evidentemente: 

dP r + d a 

dq, dp r 

trasformasi nella : 


dM _ M 
— + I’ — 
di ' dq, 


+ . . 


+ P. 7~ + Q, 7 - + 
dq . dp , 



o 


Questa equazione essendo soddisfalla dal supporre M costante o per maggior 
semplicità M-i , ne risulta che il moltiplicatore per le equazioni della dinamica 
poste sotto la forma supcriore è l'unità. 


Moltiplicando ordinatamente le equazioni : 


<)' 


X(*>. +/,'(*'. K + • • • + r. , (*'.K- v . 


• • • +r.’( x -K“»'. 

per x r '(/ t ), -f, si otterrh per le equazioni (97) la ; 

n r -\> t x r '(r t ) + v t x r '{}r t ) + . . . + (>„x,(>„) 
ed analogamente moltiplicando le equazioni : 

r.teX +/.(*.)«. + • • • + r.(-*X=‘\ 
jV^X + T.'foK + . . . 


pcr x/(>- r ) , x.’t/,) . . . xj(y,) si avrà per le (96) la : 

Poniamo : 

( j 09) r '^ r,( ‘ T,) + r.XO + • • • + jrteòyteò - À ^,. - -V., 
^.VX.'Cr.) + <(rX,‘tr.) + • • • + *.’{/,) e., 

e sostituendo in quest' ultima equazione 1, a, 3 ...n in luogo di s si otterranno 
« equazioni dalle quali ricavando i valori di x^(j ' r ) , x t '(j‘ r ) • • ■ * r .'0'r) per quanto 
si è dimostrato sopra si avranno le : 

•*,'(>,) =Er,, •••e.., ;.'(•*,) + • • • + E f> . j„\x t ) 

- E,., j,'(x t ) + E„, + . . . + E r ,„/.'(x t ) 


x » (/<) “ E,,i/ ,*(*■-) + E r ,,7', ( x -) + • • • * E^9 „'(j-„) 


Moltiplicando queste equazioni ordinatamente per ^.(x,) , jr,’.(x^ . . . jr, (x„) o 
per //(x ,) , /.'(xj . . . y,'(x m ) si otterranno avendo riguardo alle (96) ,( 1 09) le due 


9 * 


seguenti : 


^'.1 A»,, + E, lt A r ,, + 


• • + E ri „ A, . = i 


E r ^j ^i,| ^V,| A ( g + 


• • + E,,. A IJt = o 


dalle quali ponendo : 



A 1.1 A tt . . . 

A„ 



e„ e m . 

• iv 

P* - K » 

A kl 

A,.* - 

A,. 


Q 1 = II = 

E,, E , . 

• E„ 



A,,, • ■ 

A». 



E„. t E„„ . 

• E... 


si hanno le : 
(i io) 


.... . i </II „ i d K 

K1I= i , A,,, « H jg- , E,., « K -j— 


Applicazione. 


Si indichi con F una funzione delle funzioni fra loro indipendenti y x , )',■ jr m 
e pongasi per brevità : 

E (x r ) - X, , F(r,)-Y ri 


si avranno evidentemente le 


x , = Y, /,'(*,) + Y, j.'tx.) + + Y. ;•;(*,) 

x, " + Y , .?•.(*,) + — + y„ /■;(*,) 


x » - Y./.VJ + Y,/,’(.r„) + + Y„/„'(.r.) 


Moltiplicando queste equazioni ordinatamente per y r '(x,) , • ■ ■ //(•*«) c 

sommando i risultati si ottiene : 


< M 1 ) X , ;v'( r .) + X , JV'fo) + •••■+ X. jr,:(x n ) = L, 
essendo in causa delle equazioni (109) : 

L, = Y, A r>| + Ì.A r „ + .... + Y„ A,_. 

ossia per la seconda delle (no) : 


. * v rfH v (/II v (/ H 

(1 1 a) HL, - Y, </E + Y, </E - + . . • +Y„ /F 


r/E, 
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Se nella equazione (i 1 1) , si fa r= i , a . . . n si ottengono n equazioni dalle 
quali si ricavano te : 

x . - L , *,'(/,) + + • • + L„ •*,'(/.) 

( u 3) X, = L, jr.Xr.) f L,x,’(j.) + . . . + 

x. = L.x.'O*,) + L t x‘(j\) + . . . + L„ 
e dalla equazione (uà) si deduce facilmente la : 

L l E r , + L,E,, l + ... + L„E (> . = Y r 

Derivando le equazioni (ii 3 ) ordinatamente rispetto ad x t , x t . . ■ x, c som- 
mando i risultati si ottiene la : 


v Q = 

' dx r dy, 


(IL (IL d\j 

— + 7-- *••••+ ~ + L A 

h\ < l x* 


' /x;( >:>ì +L 2 2 dx ' w 


dx r 


dx. 


<lx. 


ossia per la (100) : 



•ILO + r/L.Q 
dj\ dj\ 


d L..Q 

+ — 


ty- 


ìa quale equazione rammentando essere PQ=r può anche assumere la forma: 




d\ / dlj 

d T r = p 


d L. dL 

+ ~7 + 

rii. 



e siccome moltiplicando le ( 1 1 3 ) per 
lati si ha : 



</P </P 

rix t dx n * 


sommando i risul- 


v ri P dl> d P r </P _ d P r r/P 

ri*, dx, d. r„ 1 dy, * dy t dj „ 

sostituendo avremo : 


P 




dL„ \ dXP d \ P 
+ dyj = ~d^ + dx t 




</x.p 

rix„ 
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Mediante la equazione ( 1 1 4) si ottiene una trasformazione generale della equa* 
zione alle derivate parziali del secondo ordine ad n + i variabili : 


<PF <TF 

(l X* il X* 



la quale trasformazione pel caso di n = 3 corrisponde a quella trovala da Jacobi 
col mezzo del calcolo delle variazioni (*), e comprende quindi come casi partico- 
lari quelle dovute a Laplace, a Lame ed a Cauchy (**). Se supponiamo E r ,= o 
si ba : 


e quindi : 


Sieno r 


L,Q = 


ì{L ^ Y 'TeZ 


V*. 


dy. 


x,=r t C °SJ, , Jr , “ )\ seny.cosy,, X i°Ti sen /t wn /j cos/4 . . . . 
-r. sen/.scnj, . . . senj 1 ,_ 1 cosj. , sen J.seny , . . . scn/„ 


si ottengono facilmente la E r> , = o e le : 


E E w=J, *«"*/. > Et.t-j.Wy.senVv-.* 




quindi ; 

dF 

L,Q* r ;- , sen*>,sen- , r , 



</F 

L .Q scn "V. se ""'r, ■ 

• 8en ^- df t 

L,Q = y t "'’ sen"^, sen"' , y J . 

dF 

• ‘ d? % 

KQ=rr’ sen "‘‘r. sen "’’/» • • • « n "' r >r. 

, sen"/ r . . . i 

Pel caso di » = 3 si ottiene la : 



dF 

dy r 


(") MalhrmalUclic Wrrke. Band. il. 

(**) Journal de l’Ecole Poljleeni<|uc. Cahier, a 3*. — Eaercicc» d'Analyic et de Pliyahjiic Mathctnati(|uc. 
Tome dcuxiémc. 
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. , dF. , dF 

tPF <pf <rv dy ' d Tx tsenj, dj- t « tPF 

dx} + dx t t+ dx,' SCn; * <//, + djr t + scny t dy* ° 

la quale è la nota trasformazione di Laplace. 

Dalla seconda delle equazioni (109) si ricava mediante la derivazione la seguente : 


dj m 

e da questa ponendo : 


(' l5 > 


t u . \ dx, (y r ) _ , ( , ^ _ </ly,m \ 

<(rm dy r djr. ) 


si hanno le : 


(,«G) 


/d Er„ dE m , dEr m \ 

‘-f/- = + M . /,'(*,) + • • • + m . ;■.'(*.) 

«/ m 


,ìx i(r.) 

dj m 


= + . . . + M.7 .'(x,) 


^Jjr) 

dy ni 


M .r.W + M.r.V») + • ■ • + M-r-'W 


Consideriamo ora il determinante : 


X, 

X., X„, 

•X,.. 

X, 

X., X M 

X„. 

X. 

X„„ x„, . 

• • X„.„ 

0 

X, X, 

. X, 


nel quale X <iP = X, <f 
due seguenti : 



ed osserviamo che esso può risultare dal prodotto 


dei 


Y l a t.l "t* • • ■ S l.» 


r.’to) r.’fo) • ■ 0 

Y . rt „. «M • • 


«r.’fo) r.’to) • • •.?•.'(*.) 0 

^ri , t ‘ * 


• • • /.’ta.) 0 

0 X, X, . . . X_ 


0 0 0 1 


nel primo dei quali si è posto a, t , 
minanti pel determinante : 


d\ 


e/ J. 


Moltiplicando il primo di questi detcr- 


e ponendo : 
si ottiene : 


0 x;iy t ) <(; ,) 

• •• -r.'O-,) 

0 <(r.) 


0 <(7.) • 


IO 0 

• ■. 0 





A,. • 

• K Y, 


K, • 

• Am Y. 

*M 

Am • 

A., Y„ 

Y. 

Y. • 

• Y„ 0 


e siccome per le operazioni eseguite si ha evidentemente S = VQ 4 sarà : 



Notiamo che derivando la equazione : 


Y . - x ,<(r.) + X, <(;-,) + • • + X„ */(/.) 

rispetto ad y t si ha per le equazioni (i 1 1), (i iG) c (117): 


dalla quale : 


Y/>r _ Y r ,» - h r , + T + ‘ d — tlj r) 

1 v , v r /^'i" 

U, ( *— + — - ) 

\ dfr (ly, dj m } 


e quindi la espressione V risulterà formata colle Y, , Y, . . . E, it e loro derivate. 
Se nella espressione : 


sostituiamo per L,„ il suo valore (uà) si ha : 
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1 

II 


T. V. V l 

Z nl y l — • 

\ (l J r 


il E r ,n i 

dy. 


</E,, r \ ./II 
dj m / </E m> ; 


e siccome per le (log) (u5) il determinante : 


y 

— m 


A/E,,™ 

\ 


+ 


d l -r, m 

dy. 


</e,,a </ii 

dy m / (l K,;| , 


risulta dal prodotto dei due : 


Q. 


<(r.) <(/,) ■ • • < 0 '«•-) 
«r.) <(r.) • • • <(/.-.) 


^»(r,) 

<(?v 

❖v 


<(;<•+.) • • • <(/„) 
<(/«+•) • • ■ <(r„) 


*-'Cr.) *~'(rù ■ ■ ■ *n’(r-) <(/«+.) • • • *:(n) 


indicando quest’ ultimo determinante con CON si avrà : 


Se supponiamo Y, = Y,= . . . =Y„., = o Y„ = i si hanno le : 


K, 

K •• 

• • K*-X 



K, 

K .. 



, - - JL (n)JJ 

Q LJttr 


h .-x* ■ • 





e ponendo WN,,. = si ha : 



Kx 


• 1 *M>-I 

I 

A 

A 

A 

V - 

•il 

i.* 


(-QT" 

”<Hil 
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dalla quale per n= 3 si ottiene la nota espressione di Gauss per la curvatura di 
una superficie (*). 

Dalla equazione (i oa) si deducono due forinole di mollo uso nella teorica dei 
determinanti funzionali. Se da $ qualsivogliano fra le equazioni : 


( 1 1 8 ) .r.( x , i *.•••*-) -7, 1 7 ,(*. j • • *.) =r. — 7 »te >*.••*.) =Jn 


si ricavano i valori di x, tìì x r>t . ..x r ^ c questi valori si sostituiscono nelle altre 
n-s si ottengono le: 

?. =7, -J.fo , • • x r > Tr» > • - • 7^ > • • • x„) = o 


?r =Jr , • • • 7^,4 , • • • *.) - O 

( « * 9) fc., -/r + , , X, . . . . x„) = o 


— 7*-+r- -7 '■»»5 • • •*"«) - 0 


?• =7* ~7«( Jr i - • • *r ,7r«.- • • • 7V.., . . . . X„) = o 

Per la forma delle funzioni y t , <f t . . . . è evidente la : 


/ rfj, 

V ^7, rf 7. d lJ 


do 

c siccome ~r~ m 1 si avrà : 

d Jr 


Inoltre essendo : 


r( ± Ùl ih 

~V f h\ d j\ 


Ìli Ìli d h 

d Tx d r, ' d r* 



d?, _ d ?, 

d<fr 

_ d ì _ 

d<?„ 

d *r. t dX,., 

d *r., 

dX r„ 

d*.„ 

d<J t 

<h. 

d ?r 

- d ? 

df. 

d*r« 

te,* 


ter, t 

dx 

r ** 

d ?x 

d ? . 

d ?r 

d ?r„ t , 

d ?» 

d *r.. 

dx, t . 

ter* 

’ ter,. " 

dx rt . 


(,*) Nourcaux Mcmoirr» de la Sortele ftoynle des Scirncc» de Goltingiie. T.' VI.' 


si ottiene : 
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dx t dx t 



d ?, 

d 9, 

d 9t 

dx t 

dx r 


' dx\ 

l hr 

d?. 

</o t 

d 9r 

dx t 

dx r 

d *. 4 .., ' 

dx„ 

d 9~., 


d 9 r.U, 

d ?**u. 

dx t 

dx r 


dx 

il 

d ?* 

d l~ 

d?„ 

d 9» 

dx t 

dx r 

dx r t ttl 



d ?r 4 . 

d ?r„ 

<l ?... 

d *„ t 

dX r, t 

d *r,. 

! a - 
1? 

d 9>« 

d ?r.. 

dX r*t 

< lX r. t ' 

d *r t . 

d ?r„ 

d ?r.. 

d ?r„ 

djC r. t 

dX f« 



Ora per le equazioni ( 1 1 g) 


d<j r 

dx, 


= " /-'(*•) 


dunque rammentando la (roa) si avrà la equazione seguente : 

p = 2 (* (/,'(*.)) • • • ■ . . (y.'M)) 1 (±/ r „( • • f,U x rJ) 

nel primo determinante del secondo membro della quale le y,'(xj , y t '(x t ) ... si 
sono poste fra parentesi , giacché le y x , jr t . . . y r , jr f . . . y n si considerano come 
funzioni di x t , x a . . . x r , y r>l . . .y r ^ , ..x m . Affatto analogamente si otterrà la: 

( I 30) P=Z(±{/,Mr.,))(/rJXr.,))- ~(/r.A*rJ))2fy r ,'(*)- Jr'^r)/ ■ yM) 


Se in quest’ ultima poniamo s= i si ha : 


(tal) 


P — ( y r*|(^r*|)) • 


Supponiamo ora che dalla prima delle (118) si ricavi il valore di x t in fun- 
zione di x t , x t . . . x n e si sostituisca nelle altre j dalla seconda il valore di x, 
in funzione di x i7 Xi .. . x„ e si ponga nelle seguenti e cosi via. Quelle equazioni 
prenderanno la forma : 

?, =Xi JC, o 

• • *«) = ° 

( 123 ) • • *.) = ° 


?» =/» -r»(/.> J,- *.)=° 
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c siccome si hanno evidentemente le : 



x( ± Ùi d Jl = ‘h, ‘h, <J?j. 

\ dx t dx, ' ' dxj dx l dx t ' ' ' ~dx t 


per la (102) si avrà anche : 

( * 24) p = C r, '(*,)) (/,(*,)) • • • (/.(•*.) ) 


le parentesi dinotando anche in quest’ ultima equazione la composizione delle 


Applicazione. 

Indichiamo con A,, il determinante : 

' t* 


2 (*ri'( ac ,)j r ,'(^ • • ■ )'m{x,„)f„ +r (X m ^)) 


Se nella funzione y m \r si introducono le^, j\. . .y„, in luogo delle x,, x a . . x m 
si ha per la formola (121) : 

A,„ = (/m+, (a: mw ))2(±j t '(x.) /,'(x,) . . ./ m (x„,)) 

e quindi sarà : 

^ ( ±A m A Jt ... A », 1 2 ( ±y , (x t ). . .y m{Xp,) ) j 2 ( ±(y m + t (•^m+i))-(r 

ed osservando la (120) : 

2 (±A h A m .. 

Supponiamo : 
si ha : 

A = 


• A„_ m 

11-m) - P* 

( 2 (±?V(- r ,).r,'(*,) 


n,. t x, + « 

+ 

M**» T * * 

• + 

«*,» 

« 1,1 . . . 


« 1 ,'M+J 

« 2,1 

« 3,3 • . 


I 

«/«, 1 


• (t/it,rn 



«m+r,2 • 
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c quindi : 
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! «■,' 

d,,, . 

• ■ 

n-m - 1 

«... 


• rt|,M 

1(±A A 

a . . . A„_, »,.*-«») = 

di,i . 

• • d? im 


"V 

d-1,1 . 

• { h,n 


1 dm, 

dui ,3 • 

• (h/tfUt 


d„,, 


■ dn,n 


La proprietà espressa in questa forinola è dovuta al Sig. Sylvcster (*). Se nel- 
P equazione superiore poniamo m-n- a si ottiene una equazione che è un caso 
particolare della (i/f) del §. 3.° 

E evidente che se le funzioni y, , y t ... y n non sono indipendenti fra loro, ma 
sono legate dall’ equazione : 


?(/. • • • J«) = 0 

il determinante P è eguale a zero. Gò provasi osservando che hanno luogo n 
equazioni analoghe alla : 


il f 
¥ 


y.'fa) + jJt 



= 


o 


e quindi sarà P = o. 

Col mezzo dell’ equazione (ini) possiamo dimostrare anche la reciproca : 
cioè che se il determinante P è eguale a zero, le funzioni y lt non sono 

indipendenti fra loro. Supporremo che la proprietà si verifichi pel determinante del- 
P n - i ordine « r<r , e proveremo che in questa ipotesi si verifica anche pel deter- 
minante P $ talché quando quella proprietà sarà dimostrata pel determinante del 
secondo ordine lo sarà anche in generale. Osserviamo che se P = o , per P equa- 
zione (lai) dovrà essere eguale a zero o (/ r '(x r )), oppure cc ryr . Nel secondo caso 
per P ipotesi ammessa sarebbero le y t , y t . . . y r _ x , y rtl . . .y„ non indipendenti fra 
loro, il che non può aver luogo osservando al modo mediante il quale fu trovata 
la equazione medesima (i ai), dunque dovrà essere (yJ{x r ))=o } cioè y r sarà espri- 
mibile col mezzo delle sole funzioni y t) y t . • y^yr , , ••• e quindi le funzioni 

y t , y t . . . y m non saranno indipendenti fra loro. 

Ora il determinante del secondo ordine : 


O Pbiloiopliical Manzine. i85i . 
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per 1’ equazione (i3i) è eguale ad : 

(rtefìsMÒ 

e siccome la funzione y % conterrà in generale la variabile x t , se il determinante 
sarà nullo lo dovrà essere (//(x,)) , e quindi le funzioni y x , y t non saranno in- 
dipendenti fra loro. 

La forinola ( 103 ) dà il valore del determinante P quando fra le n variabili x, 
c le n funzioni^ sussistano n equazioni 9=0. Supponiamo ora die le funzioni ^ 
e le equazioni 9 = 0 sieno in numero maggiore delle variabili x , c veniamo a de- 
terminare il valore del determinante P. Sieno : 


?, = °> ?.-<>••• ?^=° 

n+r equazioni che hanno luogo fra le n variabili x, e le funzioni y xì y t .. .y Mtr 

[ di queste variabili. Ricavando dalle 9,,^ «= o , 9,^=0 i valori di y , 

y»„ ■ ■ ■ T»*r ) e sostituendo questi valori nelle prime n equazioni si hanno le : 


?>( x i)X, - x n} y t ,r t ..y m )=o ) 9,(x, , x,. x H ,x x ,y,...y m )=o ... fa (x„ x t ...x„ . y„)=o 


Queste n equazioni danno per la foratola ( 103 ) : 




nella quale le derivate sono poste fra parentesi per indicare la composizione delle 
9, , 9, . . . 9„ . Ora osserviamo che : 


c che : 



</x, dx, ' ' dx„ ) 


\ <**« dx t 'dxj \ ày m ^dy m ^ " ' dy n J \ dx x ' dx„ dy„ tl dy„J 


essendo : 



Inoltre si ha evidentemente : 



Qigitized by Google 


io3 


. f rfy, <t<f\ f /rf? /<%v s ^ ^ (i^ r \ 

' V d )\ 4r*" d r,J ' " V W WJ ' ' WJ/ \ 4r... ' ' ' 4r„ ) 


dunque dall’ equazione (ia5) si avrà 


p J ± ^l\ ,/A ^ : éf.A 

\ df, dy t ’ ' dy.J V dx, dx t ' dx. dy. t , ' ' ' dy.,J 

la quale dà il valore del determinante P. 

Se le y, , y t ... y. saranno funzioni composte delle variabili x, , x t . . . x„ , cioè 
fossero funzioni di altre funzioni <p, , <f t delle variabili x, , x,...x„ dall’equa- 
zione (ioa) si ha evidentemente : 


'-•(•Sfr-tK-fci!" 

c se le funzioni componenti saranno in numero maggiore delle y t , }', ■ •■ y m : per 
esempio fossero in numero /«>«, si avrebbe per la ( 61 ) del §. ••j* : 


A df, dy % 

dy m \ 

/ do r d'ir 

V ( + ' * 


V 'V, ‘ ’ 


•-* J X ■ — • “■ . , 

\ dx, dx t 



nella quale il primo simbolo 2 rappresenta la somma di tanti prodotti analoghi 
all’ esposto i quali si ottengono ponendo in luogo degli indici r, , r,... r. n qua- 
lunque dei numeri i , a , 3 . ,.m. 

Supponiamo che fra le variabili x , , x t . . . x„ sieno date le n equazioni : 


dx.) 


r, =a£ , » /.■=*. 

nelle quali „ sono costanti, e che mediante trasformazioni eseguite su di 

esse equazioni , si riducano le medesime alla forma : 


?) (x„ x t ...x.,« tì «... •«„)=«,, ?,(x, , X,. . .X. , a, , ..«„) = *,• • ?-(x, , X,. . .X. , , a t . . •«.)-«„ 


Le « , . . . oc. si potranno ritenere come funzioni implicite, e per la formola (i oa) 

si avrà : 



i (>4 

Quindi il determinante funzionale P non cambierà di valore in questa trasfor- 
mazione ogni qualvolta sia : 



come sarebbe nel caso in cui <j>, non contenesse «, , non contenesse « ( , « f . . . c y. 
non contenesse a, , a, . . . «„ . 


Applicazione. 


gl' 


Dall'equazione (124) si deduce la formula generale per la trasformazione de- 
integrali multipli. Si consideri 1 ' integrale multiplo dell’ ordine ennesimo : 


/" u,(r, rfr. 


c si suppongano le y tì jr t . ..y m legate ad altre n variabili x , , x t ... x„ dalle equa- 
zioni (<22). Estendendo la regola ordinaria per la trasformazione degli integrali 
semplici , ( come si fa generalmente nella ricerca delle formolo per la trasformazione 
degli integrali duplicati , e triplicali (*)) si ottiene la ; 


/u ■‘r. ■'/. ■ • . «fr. -f u £ ‘è: ■ • • È; ■ 


dx„ 


ossia per le equazioni (ta 3 ) , (124) : 


/" U cip, d Jt . . dy„ =/"U. P dx t dx t . . . dx m 
la quale c la formola richiesta. Affatto analogamente si avrà : 

f n U dx x dx t . . . dx„ -J' n U . Q dy x d JV ..dy„ 

Quest’ ultima equazione per la seconda delle ( 1 09) si può anche scrivere : 
f" U dx x dx t ... dx. =■ J' n U . /lì . dy x dj t ... d y„ 


O Bordoni. Lezioni di Calcolo Sublime. Tomo I. 


c nella supposizione die E r , = o si avrà : 


1 o 5 


/” U dx, ix.- 'fa. -/" u v'CBm e„ E .,) d Xx rfr. ... rfr. 

Supponiamo che le equazioni fra le variabili x , y sieno della forma : 

x ' . x l x ' 

— — — + — — ""* + . . t . + — = ! 

Tr~a x y-a t y-a„ 

nella quale a t , a t . . . <*„ sono costanti. Posto : 

F (=H~-7, )(=-/,) • * • (="/-) /( s ) " (=-«,) (=-«,) • • • (z-«.) 

si hanno come è noto le : 


.gy r . = _w 

/(«,) * * /(«,) ‘ 


e quindi derivando rispetto ad y r : 

_ r- 7 v t _L_ x x ‘ir \m' — 

' x ' ()rhl m ’ *" {7r) T m «.- 7 . ’ 


Ffc) 

’/K) 


" “ 0r) 'J\*.)a.-y r 


dalle quali : 


,{)rì ~ 7 W(w)*’ ,w " yww’ ,(7,) ’/(<*.) 


ed : 

<(rrX(r.)=-T — - 


/(«,) («.-/d («.-/.) 


V ^,'(rd ^-'(7.) = - V 777T 


/(«„) K-7r)(«-“7<) 


Ora se si rammentano le equazioni : 

F(rd F(a.) « F(g t ) , Ffr.) . 

/(7d /(«,) («,-7r)‘ /(«,) (V7r)‘ /(«-) K~7d” 


_ F(g,) _ I + F(<0 » + 

-/’(«,) («.-7r)(«,-7d /K) ( rt .-7r) («, ~7.) 


, F(a.) 

/(«-) («»- 7 dK~ 7 .) 
«4 


ioG 

si hanno le : 


E,, = o , E, , 


e quindi sarà : 


'À?r) 


fu dx, et r,. 



V(/<7, )/(/,)•••/(/.)) 


df l dj-,...df. 


Col mezzo di questa formola il Sig. Catalan e giunto ad estendere a! trascen- 
denti Abeliani alcune relazioni sussistenti fra i trascendenti elittici (*). 


$.11.° Del determinante di Hesae. 


Sia u una funzione intera , omogenea delle n variabili x , , x t . . . x m . Si indi- 
chino con , u t . .. w„ le derivate prime della u rispetto a ciascuna di esse va- 
riabili , e con , u, A ... le derivate seconde , cioè sia : 


11 determinante : 


• u , 


(Pu 

dx, dx, 



«M 

«... • 

• • 

V = 

«... 

"... ‘ 



«... 

«... • 



viene denominalo 1' Hessiano della funzione u , od il determinante di Hessc , per 
1’ importante uso fattone dal Sig/ Hesse in varie ricerche geometriche. Questo de- 
terminante viene da alcuni geometri rappresentato col simbolo Hu. È evidente che 
se la funzione u sarà dell' mesimo grado, il determinante v sarà una funzione 
omogenea del grado n(m-a)esimo. 

Supponiamo clic le variabili x t , x t . . . x K sieno legate ad altre re variabili y x , 
jr t . . . r„ da re equazioni lineari analoghe alla : 


x r = a ,.rJ, + a ur?, + ■ ■■ + a m> ,y n 


c sostituiti questi valori nella funzione u si ponga : 
„ f (Pii d'u d'u\ „ 


O 


O Mcmoirc» con rolliti-. par l’Acadcmic ile Bruxrlloi. 1841 . 


avremo : 


K = P. o 
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Infatti derivando la funzione u rispetto ad r, ai ha : 


du 

dy = U ' a '" + U,a '-' + ' ' ‘ + “* 


c derivando quest’ ultima equazione rispetto ad y tì e rispetto ad x, si hanno le: 


(tu 

du, 

du 

dy, dy. 

1 

' + dy, + 

(tu 

dy, dx. 

- «... 

+ «... «.j + • 


du. 

d r. 


• + «»,. 


Per queste equazioni , e per la nota regola della moltiplicazione dei detenni 
nanti si ottengono facilmente le equazioni : 


Ì 1 


(tu (tu 


(Tu 


dx,dy, dx t dy t ' dx. dy, 


K-Pif* 


(tu (tu 


(tu 


dx, dy, dx t dy t dx.dy, 


ò 


dai confronto delle quali si ha la K = P. v. Se la sostituzione sarà ortogonale, cioè 
se i coefficienti a r% , soddisfano alle due equazioni : 


a’,,, + a\ + . . . + a',,. = 1 


u fl #( | + . . • + U, t 


si ha P = 1 e quindi sarà K = r. 

Supponendo la sostituzione essere qualunque , se la funzione nella quale tras- 
formasi la « in conseguenza della sostituzione medesima non conterrà una qualsi- 
voglia delle variabili 7* il determinante v sarà identicamente nullo $ giac- 

ché se la variabile mancante fosse per esempio la y r si avrebbero le : 

(tu (tu (tu 

dy, dy r ~ dy, dy, ~ ~ dy „ dy r = 

c quindi sarebbe K identicamente nullo, e per conseguenza anche v. 

Reciprocamente se il determinante v è identicamente nullo , si potrà mediante 
una sostituzione lineare trasformare la funzione u in una funzione omogenea di n-i 


io8 

variabili y x , j\ .. J Infatti essendo v eguale a zero per 1 ’ equazione (i 4 ) si 


avrà : 


dv d v / dv V 
du rr du t , \d“ r .J 


c quindi gli elementi reciproci del determinante y ammetteranno un fattore comune M 
dell’(/t-i) (>n- 2) grado, ed indicando con a,, a, due costanti si avrà : 


(126) 



dv 

da,. 


= a, oc, U 


Ora essendo u funzione omogenea dell’ m grado si hanno , come è noto , le : 


(127) 


*• + • • • + ll-.X, - (# b - i ) m , 

Km*, + + ' • • + 




dalle quali si ottiene in generale : 


m-i 


dv dv 

x r = w + u - — 

<ÌU„ ll “t.r 




dv 
" dii 


ed allorquando v = o pei valori (126) si avrà: 




Pongansi nella funzione u : 


essendo : 


*, = =, + '•*, » *, - s, + >•*, .r„ = s. + >. 


•r I ì , + • • • + r J 


c >. una quantità indeterminala. Sviluppando si ottiene : 


. ** X" 

rr = tv + X tv + — tv' + . . . + tt>W 

a 1.2...//J 


supposto che tv rappresenti ciò che diventa u allorquando pongansi in esso z t , 
z , ... z„ in luogo di or, , a:, ... a:. $ e tv' rappresenti il valore di a, «, + x t u t + . . . + a„n„ 


nella medesima condizione. Siccome poi : 
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„ tlw dw dw 

W = -b t *' + -d; t *'* - + IT.*' 


dw r ' m ~ *> dw ’-"~ 1 ) dv/."'-') 

«’» - — « + — «+...+ — «„ ; 

dz t dz % dz„ 

allorquando la espressione «,«, + «,«, + ...+ «„ «„ sarà identicamente nulla , lo 
sarà \v e quindi anche tv” , tv ". . . tv' 1 ”) , c lo sviluppo supcriore si ridurrà alla 
u = tv; cioè la funzione u pel caso che v=o identicamente può ridursi alla tv omo- 
genea fra le n-i variabili y x , jr % . . . jr m t come si era dichiarato. 

Questo importante teorema dovuto al Sig. Messe (*) venne dal medesimo au- 
tore applicato alla dimostrazione dei due seguenti : 

i.° Se k=o rappresenta la equazione omogenea di una linea piana dell’enne- 
simo ordine , la condizione perchè questa curva riducasi ad m rette condotte da 
uno stesso punto , è che il determinante v sia identicamente nullo. 

2. 0 Se m= 0 rappresenta la equazione omogenea di una superficie dell’emmesimo 
ordine, la condizione perchè essa superficie sia un cono, è la v=o identicamente. 

di> 9 # 

Dalle equazioni (127), posto - — ■ U r , ricavasi la : 

vx r =(/n-i )(U ir «, + U t ,u t + . . . + U„ r K„) 

la quale, derivata rispetto adar,, supponendo gli indici r,s differenti fra loro dà: 

/ . (c/U «/U, r </U„, ) 

(.,8) *.*-3Z*. + -+-ZT' “-J 

e derivata rispetto ad x r dà : 

. . .(dU„ dU„ dU„. r ) 

Quindi se //, = = . . . = u„ = o essendo v = o si avrà v r = 0 qualunque sia ;• : e 

dall’ equazione (14) si avrà : 

+ ^u = a u i<k 

dx. “ dx, " " dx. 
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la quale è soddisfalla ponendo : 

( • 39 ) TJ„ - Nx,* , U,, « Nx, x, 

indicando N un fattore comune a tutti gli elementi reciproci del determinante 9 . 
Derivando nuovamente la equazione (ia8) rispetto ad x,- si ba : 




•f u„ 


(i3o) 


essendo identicamente : 


d U„ </U,„ </U„ r 

i/x, dx, dx, 




in causa della nota equazione : 


Ui,rWi 1 i + Uj,rB5,i + . . . + Un,r Bfl,i = O 
Ora se !/, = «,= ... = «„ = o , dalla (i3o) si Ita : 

ossia sostituendo i valori ( 1 39) si ba : 

,„ì.-("W)n(x,^ 1 + x.^ ♦ . . . + x. 

o per una nota proprietà delle funzioni omogenee : 

Vj,i - - {m - 1 ) (ni- 3) N . u t , 1 


Ne risulta che allorquando sieno nulle le «, , u t . ... u n è eguale a zero non 
solo 1’ Hessiano della funzione u , ma anche P Hessiano dell’ Hessiano medesimo , 
cioè della funzione 9 . Pel caso di n = 3 , le equazioni n, = n, = u s « o sono soddisfatte, 
come è noto, ai punti multipli della linea rappresentata dall’equazione «=o$ e do- 
vendo essere per questi punti v=o , i punti medesimi risulteranno dalla comune 
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intersezione delle linee rappresentale dalle equazioni u~o, v-o, ed inoltre saranno 
punti multipli anche per la linea rappresentata dall'equazione («co. 

Supponiamo ora che u - o sia una equazione algebrica , intera , razionale del 
grado m delle n- 1 variabili x, , x , . . . x m , \ e consideriamo il determinante : 


n 

u, , 


• • tt... 


** 






• • * U u»-\ 

u; 

t ■ 


"»-M 

• • ■ 

1 « 

", 


• •• "... 


Se la equazione u = o si rende omogenea ponendo in luogo 

delle variabili x, , x, . . . x„ t c moltiplicando tutti i termini per x n m ; sussisteranno 
le equazioni (127) e la : 


03 .) 


X, 4 « X. + • • + «„X„ » 


mediante le quali si potrà trasformare il determinante II nel modo seguente. È 
evidente essere : 


(m-i)u, 


"... • 


(m- 1 )«. 


"... • 

^ “w-, 





0 

", 

* • 

• ì 


c siccome aggiungendo rispettivamente agli elementi della prima colonna quelli della 
seconda moltiplicati per -x, , quelli della terza moltiplicali per -x t , ecc. il va- 
lore del determinante H non si altera, per le equazioni (127) e la (i 3 t), si ha : 




"... 

• • • 




• • "k*., 

X. U,_ h , 

«~M 





•• "... 
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ossia : 


- 

"... 






«... • 

• «... 

H m 








• «... 

m-i 

«-M 



ut — i 












«. • 

• • 


Osserviamo clic quest’ ultimo determinante può scriversi : 


«... 

«M • • * 



«... ' - • 


«n.„, 

U„ m , t . . . 




• (/»-!)«„ 


quindi ripetendo sopra di esso 1’ operazione eseguita sopra si avrà : 







Il = - — — — Il 



• ' 

•,r * 

+< - ,r (».-,)■' 

in-i 





Da questa equazione deducesi che per quei valori delle x t , x t .. . i quali sod- 
disfano I’ equazione u * o , ed annullano il determinante II , sarà anche v = o. 


Applicazione. 


Indicando con r il raggio di curvatura di una curva piana rappresentata dal- 
1' equazione u= o si ha : 

fa'+O* 


(i3a) 


r = ± 


11 


Ai punti di (lesso di quella curva si ha come è noto /• = oo , e quindi II - o 
o pel teorema superiore : 


u. . 



M 


«... 







• s 


1 13 


Questa equazione rappresenta una linea del 3(m-a) esimo grado la quale sega 
la linea data ne’ suoi punti di flesso, che per conseguenza saranno al più 3 /«(«*- 2 ) 
in numero (*). 

Indicando con r, , r t i raggi principali di curvatura di una superfìcie u = 0 si ha : 


r.r b 




11 


LVr quei punti della superficie pei quali uno dei raggi di curvatura è infinito 
si ha H = o e quindi : 



“m 


«M 

“,.4 

V ss 

“m 



“*4 

• 



«M 



«4., 

«4.» 


“1,4 


Questa equazione rappresenta una superficie del grado 4 e I 3 linea di 
intersezione di questa superficie colla superficie «= o, sarà una linea di inflessione, 
o linea dei punti parabolici per questa superficie (**). 

Esempio. Consideriamo la equazione delle linee del terzo ordine : 
u = x* + a % x' + rtjXj 1 + 6 h x, x a x 3 = 0 
alla «piai forma, come c noto, si può sempre ridurre l’equazione generale. Si avrà : 


rt,.r, Jix 3 hx\ 
v = 6‘ hx i a t .x t hx x 
hx. ìtx, (ix. 


= o 


la quale equazione si può porre sotto la forma : 

(«,*.* + a x*t + «,*,’) - k.x t x,x t = 0 

essendo k = a l a t a l + 2 /t 3 . Osserviamo che eguagliando a zero 1’ llessiano del pri- 
mo membro di questa equazione si ha : 


3h , k^(a l x' + a t x t * + a s x*) + (À J - io8a l a t a t /i i )x l x t x J = o 


n Creile. Journal fùr die Matbrtnalik. Band. n8. — Salroon. On thè higher piane curve», pag. 71. 

(**) Gerigonne. Annaln de Mathcmatiques. T.“* si*. — The Cambridge and Dublin Mathematica! Jour- 
ual i8j8 1849. 
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In quale ponendo : 

3 h* k' = X + jx/ì 1 k'- io8tf,a,n,A 6 = 6 /.h - u k 
ridueesi cvidenlemciilc alla : 


(' 33 ) lu-~nv = o 


I valori dì X , fi si ricavano facilmente dalle due equazioni superiori e sono : 

X = 4// 4 (A , -a,a,a J )* ? jx = 8/i r ' + ao «,«,«,/** - a* a* a* 

La equazione (i 33 ) essendo evidentemente soddisfatta per quei valori di x, , 
x t , x, che rendono m = o , 0=05 ne risulta 1’ interessante proprietà che i punti 
di intersezione delle linee «=o , 0=0 sono punti di flesso anche per la seconda 
di esse linee (*). Questa proprietà ha luogo solamente per le lince del terzo ordine. 

Indichiamo con tv una funzione algebrica, intera razionale di grado r delle n- 1 
variabili s, , z t . .. s„_, , e posto : 





• • V, 


w ,., 


• • «U, 



, IV-, 4 • 


0 


tv, . 

• • w.., 


se rendesi omogenea 1’ equazione tv = o sostituendo alle s , r f . . . s.., i rapporti 


■ » 

- > - 


si avra : 



«V, 

• • 


r 

tv 

r- 1 


«V, • • 



W. Hl> 




+ F 7 ? v 


essendo V l 1 Ilessiano della funzione tv. Supponiamo che le variabili x, , x, . . x„ 
sieno legate alle variabili z t , z t . . . z„ dai due sistemi di equazioni : 
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w = x ir = x . . . tv *= x 

I | ” g * * • ” fl n 


si avranno evidentemente /<’ equazioni > le quali ponno dedursi dalle due seguenti : 
«VW.X + *V i^r +'••■ + t'V K v = 1 


t'Y, + • • • + - ° 


ponendo r ed s = i , 2 , . . . «. Per queste equazioni si ita : 

( 1 34) V.o = 1 

e per quei valori di x , , x t ... $ r, , c 4 . . . che soddisfano alle equazioni u-o , 
w *0 sarà : 


L'equazione (i34) mostra che a 0 = ce corrisponde Ya*o. 

Applicazione. 

Ai punti di regresso di una linea piana rappresentata dall' equazione u - o si 
ha r-o , quindi per 1’ equazione (i 32) sarà li =ce e v •= co -, ossia : 


V = 


Le variabili x,, x s , x, : z x . z tì z, essendo legate dall’ equazione : 



W M 

"Y. 


W t, 

1l Y* 

W M 

= 

«Y. 

n Y. 

«Y» 



*. s , * *,=, + *,=, 


o 


le z, , s, , z, potranno rappresentare coordinate lineari o tangenziali } e la V = o 
rappresenterà una linea della 3(r-a) esima classe , la quale segherà la linea di cui 
la equazione è la u-o o la w> = o nei suoi punti di regresso. Quindi una curva 
dell’ resima classe ha in generale 3r(r-a) punti di regresso (*). Analogamente per 
quei punti di una superficie pei quali imo dei raggi di curvatura è nullo si ha 
V = o , c dovendo le variabili z, , c, , s, , Sj soddisfare alla : 

x,z, + x t z t + x,z, + X.Z’, = o 


(*) Creile. Journal fiir clic Mallicraalik. Baml. 3». 
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le variabili medesime rappresenteranno coordinate lineari o planari , c la V = o 
rappresenterà una superficie della 4 ( r-2 ) esima classe, la comune intersezione della 
quale colla superficie u=o o w-oh una linea di regresso per qucst'ullima superficie. 

Osserviamo che allorquando V è identicamente nullo, la funzione w per quanto 
si è dimostrato sopra p<.' ridursi mediante una sostituzione lineare ad una fun- 
zione omogenea fra n - 1 variabili, la quale proprietà per n - 3 ed « = 4 dà luogo 
ai due seguenti teoremi : 

i.° Se 1 ' Hessiano del primo membro dell'equazione w-o di una linea piana 
fra coordinate tangenziali c identicamente nullo , quella equazione rappresenta una 
serie di punti situati in linea retta. * 

a.° Se P Hessiano del primo membro dell’equazione rv = o di una superficie fra 
coordinate planari è nullo identicamente, quella equazione rappresenta una linea piana. 

Mediante la teorica delle polari reciproche si ponno dedurre questi due teoremi 
da quelli della pag. 109 dovuti al Sig/ IIcssc. 
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